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Abstract 

This review article is devoted to recent advances in the theoretical description of 
nucleons as solitons of meson theories. Mesons are the elementary fields of a highly nonlinear 
effective lagrangian of QCD and baryons emerge as their topological soliton excitations. In 
chapter I we construct an effective lagrangian with the low mass mesons (tt, p, Ai and the 
scalar meson e) generalising the Skyrme model. The vector meson fields are introduced as 
massive gauge fields in the linear sigma model. The parameters of the model are determined 
by fitting to low energy meson observables. We then look for topological soliton solutions 
of the model and investigate the nucleon-nucleon interaction in the product approximation. 
The results show that the scalar degrees of freedom give rise to attractive intermediate range 
NN forces. This is in sharp contrast to models incorporating vector degrees of freedom where 
only repulsive forces are found. 

In chapter II we evaluate the leading correction to the classical Skyrmion mass, that 
is, the Casimir energy. The main ultraviolet divergence is cancelled by well known chiral 
counterterms. We show that the result is controlled by the low energy behaviour of the 
phase shifts which are large and positive due to the presence of two normalisable zero 
modes. As a consequence, the correction is found to be negative and rather large, of the 
order of 1 GeV for the original Skyrme model. We then show that the situation improves 
if one introduces higher chiral orders in the effective lagrangian. 

The problem of the stability of topological solitons when vector fields enter the chiral 
lagrangian is the subject of chapter III. Isospin one vector mesons are usually described as 
massive Yang- Mills particles in the chiral lagrangian. We investigate here some aspects of 
an alternative approach. It is found that within the theory we propose for the 7rp system, 
the soliton is stable in very much the same way as with the w-meson and that peculiar 
classical doublet solutions are ruled out. The formulation in terms of antisymmetric tensors 
is shown to be canonically related to a special case of our vector field description. 
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Introduction 



La Physique des Constituants Elementaires de la Matiere est le domaine dans lequel 
la Theorie Quantique des Champs trouve ses applications naturelles. Les progres effectues 
dans la description du spectre des particules observees dans la Nature, doivent beaucoup au 
principe de 1' existence d' un Lagrangien fondamental. Ces Lagrangiens sont habituelle- 
ment formules en termes de multiplets de fermions elementaires interagissant par 1' in- 
termediaire des bosons de jauge associes a des invariances decoulant de symetries internes. 
D' autre part il est bien connu que les interactions fondamentales obeissent a une hierarchic 
compliquee, batie sur 1' intensite du couplage entre les champs de particules. Pour les 
interactions electromagnetiques et faibles il est naturel de decrire les interactions dans le 
cadre de la theorie des perturbations. Celle-ci ne constitue une bonne approximation a la 
solution exacte que si la constante de couplage est faible, ce qui est le cas des interactions 
electrofaibles. 

Cependant la theorie des perturbations n' est pas d' une grande utilite pour les inter- 
actions fortes, responsables de la cohesion de la matiere. Dans la theorie des interactions 
fortes, le Lagrangien "fondamental" sur lequel beaucoup d' espoirs sont fondes, est celui de 
la chromodynamique quantique (QCD). Les champs fondamentaux de cette theorie sont des 
multiplets "colores" de fermions (quarks) dont les interactions sont assurees par des champs 
de Yang-Mills de masse nulle (gluons). Une propriete essentielle que la QCD assigne aux 
interactions fortes, la liberte asymptotique, fait que les phenomenes aux courtes distances 
peuvent etre decrits par la theorie des perturbations. Pour la description des proprietes a 
basse energie des hadrons (dont la taille est de 1' ordre du fermi), tout schema perturbatif 
est completement illusoire, car pour ces distances, la constante de couplage des interactions 
fortes est tres grande. Le fait que les quarks sont confines [1] a 1' interieur des hadrons n' est 
qu' une illustration du caractere non-perturbatif des interactions fortes. Comme il n' existe 
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pas a 1' heure actuelle de methode non-perturbative fiable et suffisamment simple, applica- 
ble au cas de la QCD, force est de construire, pour la description des spectres des hadrons, 
des mo deles ou les quarks sont confines par un mecanisme plus ou moins "ad-hoc" comme 
les modeles de quarks non-relativistes, de cordes, de sacs, dielectriques etc... Ces modeles 
sont assez arbitraires car chacun d' eux simule le confinement, alors que le mecanisme de 
ce dernier reste inconnu. 

Dans cet article nous adoptons une autre approche pour la description du monde 
hadronique. Puisque les quarks et les gluons sont confines a 1' interieur des hadrons il est, 
pent etre, plus approprie d' eliminer ces degres de liberte et d' incorporer leurs effets dans 
une theorie efi'ective des particules observees (les mesons ct les baryons). Ce point de vue 
est etaye par une conjecture de Witten [2] , selon laquelle a basse energie et a la limite oii le 
nombre de couleurs Nc devient grand, QCD est equivalente a une theorie effective de mesons 
inter agissant faiblement. Les baryons emergent de cette theorie comme des solitons. Cette 
idee est attrayante car elle offre la possibilite de decrire les mesons et les baryons dans le 
cadre d' une seule theorie. En fait, un exemple d' une telle theorie avait ete propose par 
Skyrme [3] il y a trente ans, bien avant 1' avenement de la QCD. Skyrme a construit une 
theorie oii le champ fondamental est le pion et oii les baryons sont les solutions de type 
soliton topologique. Curieusement ses travaux n' ont pas ete remarques en leur temps et ils 
n' ont ete remis en vogue que recemment. 

L' ideal serait de deriver a partir de la QCD une theorie effective de mesons. L' impossibilite 
d' effectuer une telle derivation a 1' heure actuelle laisse une certaine liberte pour le choix 
de la forme specifique du Lagrangien effectif de la QCD. Certes, ce dernier doit traduire 
les proprietes essentielles de la QCD, comme la brisure spontanee de la symetrie chirale 
etc., mais ceci est encore tres general. Une possibilite est de se laisser guider par la 
phenomenologie bien connue des mesons afin de reduire le degre d' arbitraire dans le choix 
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du Lagrangien efFectif, en respectant toujours les symetries essentielles des interactions 
fortes. 

L' objet de 1' etude presentee dans cet article est d' examiner a quel point une theorie 
effective de mesons a des chances reelles de fournir en meme temps une description quan- 
titative et physiquement coherente des observables baryoniques via le concept des solitons 
topologiqucs. 

Ce concept est base sur 1' existence d' un type de solutions pour des equations classiques 
non-lineaires, localisees dans 1' espace. La difference entre ces solutions et les paquets d' 
onde usuels de la mecanique quantique est que les solitons, contrairement aux paquets d' 
onde, gardent leur energie dans une region finie dc 1' espace. Cette region ne s' etale pas 
au cours du temps et elle evolue comme un objet en entier, le soliton. Ces solutions ont 
ete trouvees des le siecle dernier [4]-[5]t. Quelques unes d' entre elles possedent la propriete 
remarquable d' etre obtenues par une superposition algebrique de solutions lineaires [7] . Un 
exemple d' equation de ce type qui a ete utilisee pour la description de particules etendues 
en 1 + 1 dimensions, est 1' equation de Sine-Gordon [8]. Ses solutions ont des proprietes 
topologiques non-triviales qui resultent des conditions aux limites dans 1' espace. II apparait 
alors une charge conservee que 1' on pent identifier au nombre baryonique. La conservation 
de cette charge repose sur la topologie de la solution et caracterise le soliton [9] . 
Alors que les particules des theories quantiques usuelles sont les quanta elementaires du 
champ, les solitons preservent leur caractere de particules meme a la limite classique ^ — > 0. 
La quantification naturelle de ces solutions pent s' appuyer sur des methodes semiclassiques 
[10]-[11]. Dc plus il a ete montre que dans certains cas la fonction d' onde du soliton d' 
une theorie de champs de bosons, pent avoir un comportement fermionique [12]. Cet aspect 
remarquable, montre qu' il n' est pas deraisonnable d' esperer decrire un spectre fermionique 
(les baryons) a partir d' un Lagrangien fondamental de bosons (les mesons). 

t Le nom soliton a ete pour la premiere fois employe par les auteurs de [6] 
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La suite sera organisee de la fagon suivante: dans le chapitre I, nous proposons un 
modele generalisant le modele original de Skyrme. Ce modele comprend outre le pion, les 
mesons les plus legers. II est base sur le modele a lincaire dans lequel Ics mesons vecteurs 
sont introduits comme des champs de jauge non-abeliens. La symetrie de jauge est brisee 
ensuite par des termes phenomenologiques de masse. Le Lagrangien sera construit de fagon 
a respecter les symetries importantes des interactions fortes. II depend, comme on le verra, 
de plusieurs parametres qui, conformement a 1' esprit de notre approche, vont etre fixes 
par la physique des mesons. Nous nous interessons ensuite aux solutions de type soliton de 
la theorie, qui vont etre identifiees aux baryons. Pour savoir dans quelle mesure cela est 
raisonnable, il faut tester le modele sur des observables bien connues experimentalement 
de la physique des baryons. Nous nous sommes essentiellement concentre sur 1' interaction 
nucleon-nucleon que nous derivons de 1' interaction soliton-soliton. A 1' issue de cette 
etude nous saurons plus precisement si notre generalisation du modele de Skyrme pent etre 
consideree comme un bon candidat pour la theorie unifiee des mesons et des baryons aiix 
basses energies. 

Comme nous 1' avons mentionne plus haut les solitons sont des objets semi-classiques. 
II s' avere important alors d' estimer les fluctuations quantiques a leur masses. D' une 
maniere generale nous pcnsons que les chances de reussite d' une theorie effective peuvent 
etre mesurees dans le cadre de V approximation semi-classique. Les premieres corrections 
quantiques aux observables (par exemple la masse) du soliton sont particulierement impor- 
tantes a cet egard. Le chapitre II est consacre a 1' etude de 1' energie due aux fluctuations 
du vide autour des solutions classiques. Le modele de Skyrme y est analyse dans cet optique 
afin de determiner s' il est coherent avec le developpement semi-classique. Si ce n' est pas 
le cas, nous verrons dans quelle direction il faudrait chercher a le generaliser. 

Nous avons ete aussi interesses par le mecanisme de stabilisation du soliton par un 
meson p. Ce probleme n' a ete que partiellement traite par le passe, donnant naissance 
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ainsi a des ambiguites sur le role joue par ce meson dans la stabilite du soliton. Dans le 
chapitre III nous allons elucider ce probleme en mettant 1' accent sur 1' importance des lois 
de transformation chirales du meson p. Nous proposons un nouveau lagrangien minimal 
pour le systeme irp et nous etudions la stabilite du soliton correspondant. 

Tirant legon de nos travaux nous allons esquisser une conclusion concernant la tenta- 
tive d' interpreter les baryons comme les solitons topologiques d' une theorie de mesons et 
proposer des directions de recherche pour ameliorer notre connaissance actuelle du probleme. 
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Chapitre I 

Un modele des interactions fortes 
a basses energies 
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Comme nous 1' avons mentionne dans 1' introduction, Skyrme a propose, il y a trente 
ans, un modele unifiant les mesons et les baryons. Dans ce modele le Lagrangien de depart 
ne contient que des mesons et les baryons apparaissent comme des solitons topologiques. 
Plus recemment la recherche d' un schema d' approximation de la QCD non-perturbative 
a fourni des arguments confirmant 1' idee de Skyrme. 

D' abord t' Hooft [13] a montre qu' il existe un parametre de developpement non-trivial dans 
les theories de jauge non-abeliennes: le nombre de couleurs. Quand ce parametre devient 
grand QCD se reduit a une theorie effective de mesons faiblement couples entre eux. Dans 
les theories a couplage faible il existe parfois des solutions de type monopole ayant une 
masse inversement proportionnelle a la constante de couplage. Witten [14] a applique cette 
idee au cas de la QCD pour emettre la conjecture que les baryons peuvent etre consideres 
comme des solitons a la limite oii Nc devient infini. 

Dans ce chapitre nous allons suivre la conjecture de Witten et essayer de construire 
un Lagrangien effectif base sur notre connaissance phenomenologique de la physique des 
mesons. Notre motivation principale est la construction d' un modele theorique simple et 
coherent pour la description unifiee de la physique des hadrons aux basses energies. Dans 
la section 1 nous presentons le modele de Skyrme et resumons son pouvoir predictif dans le 
secteur des baryons tel qu' il apparait dans la litterature. La section 2 mettra en evidence 
la necessite de generaliser ce modele primitif pour rendre compte de la phenomenologie 
des hadrons. Nous allons proposer ensuite (section 3) un modele base sur la physique des 
mesons les plus legers: ir — p — uj — Ai — e. Les parametres du modele vont etre fixes sur les 
observables du secteur des mesons dans la section 4. Les solutions classiques de type soliton 
representant les baryons sont recherchees dans la section 5. L' interaction baryon-baryon 
est calculee dans la section 6. Le chapitre se terminera par la section 7 dans laquelle nous 
allons presenter les resultats et nos conclusions sur le modele propose ici. 
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1. Les solitons du modele de Sky r me 

Le Lagrangien efFectif le plus simple formule en termes de pions et realisant la brisure 
spontanee de la symetrie chirale est celui du modele a non-lineaire: 

>C.iVL = (1-1) 

/,r est la constante de desintegration du pion experiment alement bien determinee (/jr = 

T.Tr 

0.093 GeV). La matrice U = exp{i——) contient le champ du pion tt et est un element du 
groupe SU{2). La consequence immediate de 1' unitarite de la matrice U est la presence d' 
un courant conserve, 

B^" = ^——Tr{d^UU^daUU^d(3UU^) (1-2) 
247r 

II est clair sur cette formule meme que satisfait a une loi de conservation d^B^ — qui ne 
resulte pas d' une symetrie du Lagrangien. Ce courant est identifie au courant baryonique. 
II a ete montre dans la ref. [14] que si le terme de Wess-Zumino est ajoute au Lagrangien 
(1.1) les solitons de ce modele ont les nombres quantiques des baryons. 
En fait pour le cas des deux saveurs, qui est celui que 1' on considerera, le terme d' anonialie 
est nul si 1' on considere une theorie de pions uniquement. Mais il a ete montre dans la 
ref. [15] que le courant baryonique (1.2) meme dans le cas de SU{2) pent etre retrouve en 
consider ant la contribution des boucles de fermions au courant U{1). 

Cependant le modele (1.1) ne possede pas de solutions statiques d' energie finie car il est 
instable par rapport aux dilatations [16]. Des solutions classiques stables existent unique- 
ment en la presence de termes d' ordre superieur. Le premier candidat suggere pour la 
description des baryons comme des solitons d' une theorie ou les mesons sont les champs 
elementaires est le modele de Skyrme, dont le Lagrangien est de la forme: 
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^SK —^aNL + 



1 



Ti{[d^,UU\d^UU^][d^UU\d''UU^]) 



(1.3) 



32e2 



e etant un parametre sans dimension. En developpant le champ U en puissances du champ 
du pion 



on obtient le secteur a charge topologique nuUe. Les differents termes obtenus en remplagant 
r expression (1.4) dans (1.3) decrivent les interactions dans le secteur des pions. Le secteur 
des baryons correspond a des configurations non-triviales dans lesquelles le champ U pointe 
radialement dans 1' espace de configuration et dans 1' espace d' isospin: 



f etant le vecteur unitaire radial dans 1' espace des coordonnees. Cette configuration est 
communement appelee herisson (hedgehog) pour des raisons evidentes. Les solutions clas- 
siques de charge baryonique n , n etant un nombre entier, doivent verifier les conditions 
aiix limites F{0) — nn et F{oo) — 0. On pent en fait montrer que la charge topologique du 
soliton est: 



La fonction "chirale" F(r) est trouvee en extremisant 1' encrgic statique du soliton pour une 
valeur donnee de n. Cette extremisation consiste a resoudre les equations du mouvement 
classiques. L' objet qui en resulte ne pent cependant pas encore etre identifie aux baryons de 
la Nature (nucleons, deltas etc.), car la configuration unitaire U (eq. (1.5)) est degeneree en 



U = exp {iT.Tf{x)) 

=1 + iT7r{x) — — + ... 



(1.4) 



U =exp {iT.rF{r)) 



(1.5) 



cos F{r) + i{T.f) sin F{r) 




(1.6) 
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spin et en isospin. Un precede de quantification de ces degres de fiberte consiste a effectuer 
une rotation de la solution U dans 1' espace de spin et d' isospin et ensuite la projeter sur 
les etats propres de spin et d' isospin. Ce procede a ete utilisee par les auteurs de [17], qui 
ont ainsi calcule les proprietes statiques du secteur B=l (nucleon, delta). Leurs resultats 
montrent que les baryons du modele de Skyrme sont assez proches de ceux observes dans 
la nature, 1' accord etant de ^30%. 

Cependant, dans leur approche la constante de desintegration du pion f^^ a ete prise 
egale a ~ 0.06 GeV, largement inferieure a la valeur experimentale. Si on veut preserver 
la description de la physique des mesons au niveau du Lagrangien effectif on ne pent pas 
se donner la liberte de modifier la valeur experimentale de fj^. On comprend pourquoi la 
conclusion principale de plusieurs auteursf sur le secteur i? = 1 du modele de Skyrme est 
finalement la suivante: 

La masse du baryon s' avere etre trop large dans le modele de Skyrme si les parametres 
du Lagrangien sont fixes sur la physique des mesons. 

Une autre observable de la physique des hadrons a basses energies tres bien determinee 
experimentalement et fournissant un test severe pour les modeles theoriques est 1' interaction 
nucleon-nucleon. II est done naturel de se demander, si le modele de Skyrme reproduit les 
caracteristiques bien connues de cette interaction . Pour ceci, il faut construire le secteur 
-B = 2 du Lagrangien (1.3), et le projeter sur les canaux de spin et d' isospin de 1' operateur 
potentiel NN. Une methode simple et systematique a ete inventee dans [18]. Ces auteurs 
ont trouve (leurs resultats sont en accord avec ceux de la ref. [19] qui utilisent une methode 
serieusement plus compliquee car elle fait appel a des degres de liberte de quarks) que les 
canaux spin-spin et tenseur de 1' interaction entre deux baryons du Lagrangien (1.4) sont 
bien reproduits, surtout a longue distance. Par contre, les forces dans le canal central de 

t qui ulterieurement ont remis a sa valeur experimentale. 
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1' interaction nucleon-nucleon sont repulsives pour toute separation R entre les nucleons, 
comme il est montre sur la figure (1.1). 

Quand on salt que la liaison des noyaux est justement due a une (faible) attraction 
dans ce canal de 1' interaction, on pent faire la remarque suivante sur le secteur B = 2 du 
modele de Skyrme 

Les baryons du modele de Skyrme ne peuvent pas former des noyaux, car a moyenne 
portee leurs interactions sont repulsives. 

Notons au passage que recemment, un calcul numerique [20] a montre qu' une attrac- 
tion emerge quand on resoud exactement le systeme B = 2. Cette attraction est cependant 
d' une portee plus grande que celle qui est necessaire a la cohesion des noyaux. 

Ces resultats sur la masse du nucleon et 1' interaction A^A^ peuvent conduire a penser 
que les modeles oii les nucleons sont des solitons topologiques ne sont pas vraiment realistes. 
Toutefois, avant de remettre en cause 1' approche toute entiere, on pent se demander si le 
Lagrangien (1.3) decrit de fagon realiste la physique des mesons. II est a cet egard essentiel 
de preciser que le terme de Skyrme n' est qu' un terme parmi 1' infinite de termes qui 
consituent le developpement en puissances de derivees du champ du pion. A priori il n' y 
pas de raison de selectionner ce terme particulier d' ordre quatre, et non pas 1' autre terme 
d' ordre quatre (symetrique en derivees du champ du pion), ou meme des termes d' ordre 
six, etc... . 

D' un autre cote, il existe une pleiade de resultats experimentaux montrant 1' existence de 
resonances dans les ondes S, P etc. de 1' amplitude de diffusion tttt. Par exemple, on salt 
que r onde S de la diffusion tttt est dominee par une resonance autour de 1 GeV (le meson 
e) . Les experiences de diffusion tttt ont revele aussi 1' existence de resonances dans les ondes 
de spin-1, bien en dessous de 1 GeV: les mesons p et a; (de masses 0.77 GeV et 0.78 GeV 
respectivement). Ces mesons constituent des poles de 1' amplitude de diffusion et ils ne 
peuvent pas etre contenus dans des Lagrangiens locaux comme ceux du type (1.3) definis 
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en termes du champ du pion uniquement. Comme a 1' heure actuelle, il n' existe pas d' 
approche systematique capable d' engendrer dynamiquement des resonances en theorie des 
perturbations, un bon point de depart pour rendre compte du role de ces resonances dans 
la physique des hadrons a basse energie est de les introduire directement dans le Lagrangien 
effectif. 

L' avantage des Lagrangicns effectifs en termes de mesons (pion, meson scalaire, 
mesons vecteurs etc..) est de fournir une description unifiee des mesons et des baryons 
comme il a ete suggere dans [21]. 

2. Generalisations du modele de Skyrme 

Ces observations sur la necessite de generaliser le modele de Skyrme ont conduit de 
nombreux auteurs a construire des Lagrangiens a partir des mesons au-dela du pion, et 
examiner leurs effets sur les proprietes statiques des baryons. On a vite realise que le terme 
de Skyrme, aussi bien qu' un des termes d' ordre six dans le developpement chiral, peuvent 
etre interpretes comme les limites locales d' un Lagrangien contenant les mesons p [22] et uj 
[23] explicitement. Par exemple le terme d' ordre six qui n' est rien d' autre que le courant 
baryonique au carre: 

£6 = -hB^'B^ , (2.1) 

est la limite du Lagrangien de la ref. [23] quand le meson uj devient tres massif (le parametre 
h pent etre relie au couplage uj-ktitx comme on verra par la suite). Une etude des effets des 
mesons vecteurs {uj,p,Ai) dans le secteur baryonique a ete efectuee dans [24-25]. II y a ete 
trouve que les proprietes statiques des baryons sont sensiblement ameliorees par rapport au 
modele de Skyrme original (a part la masse du baryon qui reste trop large). 
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Pour ce qui est des degres de liberte scalaires, ils ont d' abord etes introduits dans 
le Lagrangien effectif a travers un terme d' ordre quatre dans le developpement chiral, 
symetrique dans les derivees du champ U : 



La constante 7 est directement liee aux longueurs de diflFusion ao et 02 de 1' interaction 
TTTT. En ce qui concerne les baryons, il n' est pas difficile de voir sur cette relation que la 
contribution a la masse du soliton provenant de Cs est negative. Alors que cette observation 
montre d' abord que le seul meson ayant la propriete de faire baisser la masse du soliton 
au niveau meme de 1' approximation locale est bien le meson scalaire, le signe negatif de 
cette contribution pent entrainer une destabilisation du soliton. Dans la ref. [26] la valeur 
critique de la constante 7 (au-dela de laquelle les solutions sont instables) est determinee 
aussi bien que les proprietes statiques des baryons dans un regime de 7 inofFensif pour la 
stabilite. II y a ete trouve que les predictions pour la masse du baryon sont ameliorees par 
la seule inclusion de ce terme. Par ailleurs, une extension "non-locale" de ce Lagrangien, 
de fagon a inclure les effets du meson scalaire quand ce dernier est de masse finie a ete 
etudiee dans [27] f dans le cadre de 1' interaction nucleon-nucleon. Des forces attractives 
apparaissent dans le canal central de cette interaction, mais elles sont de longue portee. A 
moyenne portee la repulsion, bien que diminuee par rapport a celle du modele de Skyrme, 
persiste. En fait 1' inclusion du champ scalaire dans cette approximation n' a que peu d' 
effets sur le champ du oj qui est le principal responsable de la repulsion. Dans la section 3, 
on etudiera une fagon d' inclure le champ scalaire qui aura aussi des effets non-triviaux sur 
le champ du u. 

II faut aussi preciser ici que la presence du meson scalaire n' est pas seulement dictee par 
la phenomenologie mesonique. EUe pent aussi traduire, au niveau du Lagrangien effectif, 1' 
t oil le meson u) est aussi present 




(2.2) 
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anomalie d' echelle de la QCD [28] . Dans ce contexte, 1' interaction nucleon-nucleon acquiert 
des contributions attractives dans son canal central, mais la encore cette attraction est de 
longue portee [29]. 

Nous allons maintenant construire un Lagrangien effectif contenant les mesons les 
plus legers (tt, p, Ai,u! et le meson scalaire e), d' une fagon qui respecte la symetrie chirale, 
les anomalies du secteur mesonique et de fagon generale les proprietes de basse energie de 
ces mesons. 

3. Un modele unifiant les mesons et les baryons 

Nous allons presenter dans cette section un modele [30] qui constitue une extension 
du Lagrangien effectif propose par les auteurs de la ref. [24] , de fagon a inclure des degres 
de liberte scalaires. En gardant les motivations des auteurs de cet article, on examinera les 
effets de 1' inclusion de la resonance scalaire du canal S de la diffusion tttt, sur le secteur 
des mesons et surtout sur la physique des baryons. 

Le Lagrangien sera divise en deux parties, celle qui correspond au secteur SU (2) SU (2) 
decrivant la physique des interactions des mesons tt, e, p, Ai a laquelle on ajoutera la partie 
decrivant les interactions du pion dans le secteur U{1) avec le meson u. Dans cette deuxieme 
partie nous allons inclure les couplages anormaux du pion aux mesons vecteurs par 1' in- 
termediaire du terme d' anomalie de Wess-Zumino. Ecrivons d' abord ce Lagrangien, on 
verra ensuite comment y arriver: 

C = Ct^^pAi + ^-KUl (3-1) 

avec Ct^^pAi donne par: 
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+ -fTT{Xl + Y^) + -^Tr{Xl + Yl - 2U^X^UY^) 
et vCttu) par V expression: 

- ^^e'^'^'^d^u^TriX^Lp - Y^R^ + ig{UYJJ^Xp - 

Dans les expressions (3.2) et (3.3) les champs ^ and representent le champ scalaire et 
celui du u) respectivement. Nous avons utilise les definitions suivantes: 



u 






= d^U + ig{X^U-UYi,) 




= d^X^ - d^X^ + ig[X^, X^ 


Y 


= d^Y,-d,Y^ + ig[Y^,Y,] 








= d^UU^ 







ou 7? est le champ du pion, et les champs = r.X^ et Y"^ = r.Y"^ sont des champs d' 
isospin unite de chiralite gauche et droite respectivement. On verra dans la section suivante 
comment ces champs gauche et droit sont relies au champs des mesons p et Ai. Regardons 
maintenant de plus pres ce Lagrangien. 

a) Le Lagrangien Cn^pAi 
La premiere partie du Lagrangien de 1' equation (3.2) est basee sur le modele a lineaire. 
Ce modele decrit les interactions entre le "pion" et son partenaire chiral, le champ a. II 
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est commode de parametriser ces deux champs de fagon compacte par un champ matriciel 
V = a{x) + iT.Tv{x). Alois la densite Lagrangicnne du modele a lineaire s' ecrit: 




(3.5) 



II est clair sur cette expression que la forme bilineaire Tr(|VV''") doit atteindre la valeur 



pour minimiser 1' energie potentielle. La constante F est reliee a la constante de 
desintegration du pion f^^. 

Reecrivons maintenant le champ du quaternion V de fagon a en extraire son contenu 
isoscalaire ^ : 



oil ^{x) est defini par ^^(x) = a'^{x) + n'^{x), cette definition manifestant son caractere 
scalaire par une rotation chirale. L' equation (3.5) est mise maintenant sous la forme: 



Le modele a non-lineaire pent etre retrouve lorsque le parametre A tend vers 1' infini. En 
effet, quand A — > oo, ^ doit tendre vers la valeur T pour que 1' energie potentielle dans 1' 
equation (3.7) soit non-infinie. 

II faut remarquer que cette ecriture du modele a lineaire simplifie considerablement le 
formalisme, car les champs U et ^ ont des proprietes de transformation simples pour une 
rotation chirale. 

En effet, la loi de transormation des champs U et par une rotation SU {2)l<SiSU {2)ii 

est: 




(3.6) 




(3.7) 



18 



U ^A{x) U B\x) 

(3.8) 

avec les matrices A{x) e SU{2)l et B{x) e SU{2)ji. II suffit de rendre maintenant le 
Lagrangien (3.7) invariant sous une transformation chirale focale. La substitution des gra- 
dients d^U par les gradients covariants D^U definis plus haut, assure 1' invariance locale 
de r action. Au Lagrangien obtenu il faut maintenant ajouter les termes cinetiques des 
champs de jauge gauche et droit, et le resultat sera invariant sous les transformations (3.8) 
pour U et ^ et 

^ AX^A^ - -Ad^A^ 

^ (3.9) 

9 

pour les champs X^ et Y^. La symetrie locale SU (2) l i^i SU (2) r est ensuite brisee de fagon 
minimale en ajoutant des termes de masse pour les champs gauche et droit. Remarquons 
ici que le meson scalaire introduit par le biais du modele sigma lineaire, donne lieu a une 
contribution positive a 1' energie comme 1' equation (3.7) le montre. Un autre avantage de 
jauger le groupe SU{2)l ® SU{2)ii est d' avoir une description symetrique des mesons p et 
Ai, car ils sont decrits en tant que partenaires chiraiix. 
b) Le Lagrangien C-j^^ 

L' equation (3.3) decrit le secteur U{1) des interactions mesoniques aux basses energies. Le 
premier terme dans cette equation decrit le couplage du uj aux trois pions dans le secteur 
des mesons, et son couplage au courant baryonique. Ensuite vient le terme d' anonialie 
que r on doit inclure, pour tenir compte des anomalies du secteur U{1) [31]. Mis a part 
ces considerations dans le secteur des mesons, le couplage du oj au courant baryonique est 
essentiel pour la stabilite des solutions classiques [32] dans notre cas ou le champ chiral 
se couple a des champs de Yang-Mills massifs. Si on adopte ce point de vue, la presence 
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du oj dans le Lagrangien efFectif est done d' une importanee eapitale pour la physique des 
baryons (stabilite) aussi bien que pour celle des mesons (anomalies). 

En fait, ces anomalies sont dues a la presence d' une symetrie discrete que le mo dele sigma 
(non)-lineaire possede, et qui n' est pas observee dans la nature. Cette symetrie "redon- 
dante" interdirait des processus oil le nombre des bosons n' est pas conserve [14] . Le terme 
de Wess-Zumino efFectif, assure que 1' on tient compte de ces processus dans le secteur 
mesonique du Lagrangien efFectif, car il brise cette symetrie. La derivation du terme d' 
anomalie quand les champs de jauge sont presents, pent etre trouvee dans la litterature 



On n' a pas considere le couplage direct des degres de liberte scalaires au meson uj. 
Ces couplages ont ete etudies dans [34], pour la photoproduction de pions. Les resultats 
montrent que les couplages du type ^^(^^ engendrent un etat lie dans 1' onde S, en desaccord 
avec la phenomenologie. 

On va s' interesser maintenant aux proprietes de transformation du Lagrangien (3.1). 
Celles-ci peuvent etre utilisees pour calculer les courants de Noether associes a des rotations 
de SU{2)l et SU{2)ji aussi bien que celles de U{1). 

Effectuons des transformations locales sur les champs du Lagrangien (3.1) 



[33]. 



U^U + iQlU 




Ql = 




(3.10a) 
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2 



Y, 



Y 



pour SU{2)l et 



U 



U - iUQr 



Y^^Y^ + i[QR,Y^] 
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Ql = 



2 



(3.106) 



X, 



X, 
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pour SU{2)ji. eL{x) et eii{x) sont des fonctions arbitraires. La variation du Lagrangien 
satisfait alors les relations suivantes (a une integration par parties pres): 

^ dC 1 

avec les courants gaudies et droits Ji^ij^i- En calculant les membres de gauche de ces 
equations avec les lois de transformation (3.10) et en combinant les expressions de ces 
courants on arrive a 1' expression des courants vecteurs et axiaux: 



=11: = ^Tv|f[^([X^ X^,] + [F^ V]) + ^{D^UU^ + D.U^U) 



(3.12a) 



167r2' 



(3.126) 



On pent montrer que ces courants, toujours en vertu de 1' equation (3.11), satisfont aux 
equations suivantes: 

d^V^" = 

?■ n'^B (3-13) 
d^A^ = - '-Tr[T^e,,^^d^u;''{X'^Y^ + V^X^)] 

Ces relations, temoignent de la conservation du courant vectoriel et de la non- conservation 
du courant axial, cette derniere etant due a 1' anomalie. EUes sont bien connues et verifiees 
par 1' experience. Pour retrouver PCAC, il faut ajouter un terme de masse du pion comme 
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il a ete fait dans [24]. II est utile d' observer aussi que dans le terme qui couple le lj 
aux champs n, X et Y (equation (3.3)) le contreterme de Bardeen (proportionnel a g'^) 
assure que 1' anomalie subsiste uniquement dans le courant axial (equation (3.13)). Cette 
soustraction a aussi pour effet de briser explicitement la symetrie chirale. 

Le courant U(l) deduit du Lagrangien (3.1) est identifie au courant baryonique. Son 
expression est: 

JLo = ^ - Y^e^^"^TV[a,(X«L^ - Y^R^ + ig{UY^U^Xp - Y^X^))] (3.14) 

Ce courant est normalise a la moitie du nombre baryonique et satisfait a la relation d^Jj^Q = 
0, car comme on a vu dans la section 1 est conserve et la contribution du terme de Wess- 
Zumino a (3.14) est une divergence totale. 

Notre Lagrangien de mesons possede une structure conforme aux proprietes generales des 
interactions fortes, nous pouvons maintenant examiner sa limite locale, c' est a dire les 
termes du developpement chiral en puissances de derivees du champ du pion qui en resultent 
lorsquc Ics autrcs mesons {p,uj, Ai,e) deviennent tres massifs. Nous avons deja remarque 
que quand le parametre A (qui est proportionnel au carre de la la masse du meson scalaire) 
devient tres grand on retrouve le modele a non-lineaire. Pour ce qui est de la contribution 
des mesons vecteurs, on pent montrer (Appendice C) en utilisant les equations d' Euler- 
Lagrange pour les champs X^^^ et u;^, qu' en 1' absence du terme de Wess-Zumino et 
quand les masses m^,mp,mAi deviennent tres grandes le Lagrangien se reduit a: 

L ^ £2+4+6 = ^Trid^Ud^'U^) + ^Tr{[d^UU^,dMU^]^) - ^B^B^ (3.15) 

On obtient done les premiers termes du developpement chiral avec 1' absence du terme d' 
ordre quatre symetrique en derivees du champ du pion. Cette propriete est la bienvenue 
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car elle empeche la destabilisation du soliton comme il a ete vu plus haut. EUe est une 
consequence de 1' introduction du champ scalaire par le biais du modele sigma lineaire: 
seuls les termes ayant une contribution positive a 1' energie sont presents. 

On a done repondu a la demande des sections 1 et 2 en construisant un Lagrangien 
qui generalise le modele de Skyrme. Pour savoir si ce modele a des chances d' etre un 
bon modele effectif, on doit d' abord examiner les predictions de ce Lagrangien pour les 
observables dans le secteur mesonique. 

4. Le secteur des mesons 

Nous allons nous interesser maintenant aux masses, couplages et proprietes des mesons 
dans notre modele. Les differentes observables de ce secteur sont obtenues en developpant 
le champ U en puissances du champ du pion: 

U — exp {—T.'jf{x)) 

Le champ du meson e est relie au champ ^ par la relation e = F — ^. En remplagant cette 
expression dans 1' equation (3.2) on trouve la relation pour la masse du scalaire: = SAF^. 

Considerons maintenant la contribution dans le secteur des mesons des termes qui 
ne dependent pas du champ scalaire dans 1' equation (3.1), et remplagons U par son 
developpement en champ du pion. II est facile de voir que si 1' on utilise la definition 
naive du champ axial = (X^ — Y^) on obtient des couplages lineaires avec le champ 
du pion : {Cte)d^TT.A^^ . Pour les faire disparaitre, on doit diagonaliser le Lagrangien a 1' 
ordre le plus bas. Le resultat de cette diagonalisation aussi bien que de 1' identification de 
la masse physique du meson Ai est exprime par les relations suivantes: 
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^"'^ = 71 mlflm^^'^^ (4.2) 



p 

ml + Am^ 



(m2 + Am2 -2t/2/^)2 

La presence des champs de jauge conduit a la relation suivante entre la constante F et /tt: 

2 

p2 ^ j2 "^Ai 



En selectionnant maintenant les termes cubiques et quartiques dans les champs, on 
obtient les couplages d' interaction forte des mesons. II est aussi possible d' obtenir les 
interactions electromagnetiques de ces mesons. Pour cela, il suffit de jauger le groupe U (1)- 

electromagnetique dans 1' equation (3.1). 

Ces couplages peuvent etre utilises pour le calcul d' observables mesoniques au premier 
ordre des perturbations. Nous donnons ici 1' expression de la largeur TAi->eTv calculee avec 
le Lagrangien (3.1), d' autres expressions pouvant etre trouvees dans [24]: 



2. ,2 



Ai— »7re 



H 2 



m?p + Am? 



[(™ii + 



— m. 



2ll 



^'f-Am\^mlY (4-3) 



Les observables mesoniques, comme 1' illustre la relation (4.3) dependent des parametres 
presents dans le Lagrangien (3.1). On fixe ces parametres en ajustant certaines de ces 
observables, ce qui donne: 

mp = 0.769 GeV 
m^ = 0.782 GeV 

g = 3.78 
Am^ = -0.462mJ 
U = 0.093 GeV 
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= 9.3 

mp,moj ont ete prises egales aux masses physiques de ces mesons. Les valeurs de g et Am^ 
reproduisent la valeur experimentale de la masse du meson Ai (m^^ = 1.194 GeV) et la 
largeur Tp^T^-T^. Celle de reproduit la largeur electromagnetique de desintegration du u 
en un pion et un photon. En ce qui concerne la masse du meson e (proportionnelle a \/A), 
remarquons que ce dernier a une largeur assez grande. Nous avons prefere pour cette raison 
laisser libre m^, a varier entre 0.5 GeV et 1.0 GeV. 

Une fois les parametres fixes sur les observables mesoniques, il faut remarquer que le 
Lagrangicn (3.1) pent predire d' autres observables dans le secteur des mesons. Ceci a ete 
illustre dans la reference [24] ou le modele a non-lineaire etait a 1' etude (la limite A — > oo 
de notre modele). Dans le cadre de notre modele, le choix de la valeur de 1 GeV pour la 
masse du scalaire donne pour la largeur partielle du Ai (equation (4.3)) une valeur de 0.1 
%, qui est en accord avec la limite experimentale (< 1.0 %). 

Le couplage du meson Ai au champ scalaire e modifie la constante de couplage eTnr: Se = 
?(1 ~ )• En utilisant cette relation, on pent eventuellement donner une prediction 

pour les longueurs de diff'usion tttt qui dependent de 5e. Avec = 1 GeV on obtient 
ao = 0.235 fm et a-i = —0.056 fm, a comparer aux valeurs experimentales ao = 0.36 ± 0.07 
fm et as = -0.039 ± 0.017 fm [35]. 

En resume, nous avons determine les parametres du modele cr lineaire, de fagon a ce 
qu' il puisse decrire correctement la physique des mesons tt, p, a;, Ai, e et de leurs interactions. 
Une fois ces parametres fixes sur un nombre d' observables egal au nombre de ces parametres, 
il est clair que ce Lagrangien possede encore un pouvoir de prediction important dans le 
secteur des mesons [24]. 

Nous allons examiner maintenant a quel point une theorie realiste de mesons pent etre 
utilisee pour decrire aussi les baryons. Ceux-ci se trouvent dans le secteur non-trivial du 
Lagrangien effectif, celui des solitons topologiques. 
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5. Le secteur baryonique 

Construisons d' abord les solutions a une unite de charge baryonique. Ces solutions 
des equations du mouvement, sont statiques et ont une energie finie. 

Les composantes Xo,lo,a;j = sont nuUes a la limite statique. On considere les champs 
classiques (herisson) suivants: 

U =exp {iT.fF{r)), 

Xi =a{r)Ti + (/3(r) - a(r))(Tr)ri + ^(r)(T x f)., 

y. = - a{r)Ti - (/3(r) - a{r)){ff)fi + 7(r)(f x f)., (5.1) 

ou les profils F, a, 7, /?, u, ^ sont des fonctions radiales. L' energie de la configuration de 
type soliton est egale a — J Cd^r. Son expression est donnee par: 



E = 4tt f r^dr\4(- - g(a^ + -f^)f + 2(7 + - - 2ga/3f + 2(a + - — - + 2g/3-ff 
Jo { r r r 

+ + 2gi5f + 2(^ + 2^(«cosF - 7sinF))2] ^ |_ ^ ^^^2 _ ^2^2 (5 2) 

+ m^p\f + 2{o? + 7^)] + Am^[2(acosF - 7sinF)^ + f\ - ^(cl;^ + m^ij?) 

sin^ F • ^ Cj , asin^F 7sin2F , . o„ . 9 9^1 

+ — -^F + ^^g — \-2 i + 4^a7 sm^ F - ^ sm 2F _ ^2 I 

Nous allons rendre cette fonctionnelle stationnaire par rapport aux variations arbitraires des 
champs F, a, /3, 7, en resolvant les equations d' Euler-Lagrange associees. Ces equations 
sont des equations non-lineaires couplees. On trouvera leurs expressions assez longues et 
compliquees dans 1' Appendice A. Les configurations de nombre baryonique unite et d' 
energie finie satisfont aux conditions aux limites F(0) = tt, F(cxd) = pour le champ chiral 
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et ^(0) = 0, ^{oo) = r pour le champ scalaire. Celles pour les champs de jauge resultent des 
equations du mouvement et sont donnees par: a{0) = ${0) = dj{0) = 0, 7(0) = 0, a{oo) = 
/3(oo) = 7(00) = c<;(oo) = 0. Les solutions classiques pour les profils F et e sont presentees 
sur la figure (1.2). 

Les solutions des equations du mouvement different tant qualitativement que quantitative- 
ment de celles du modele non-lineaire. Un des aspects essentiels du couplage du scalaire au 
champ chiral est la diminution de la fonction de profil F kV interieur du soliton comme il 
est clair sur la figure (1.2). Get effet du champ scalaire a ete aussi observe dans la ref. [29]. 
Mais dans notre modele, la presence du champ scalaire infiuence aussi la solution classique 
des champs q;,/3,7,cc', comme il est manifeste sur la figure (1.3). 

En effet, comme nous pouvons le constater sur cette figure, le couplage du champ scalaire au 
champs de jauge via le terme —Tr{Dij,UD^U^) supprime fortement ces champs au niveau 
classique (d' un facteur 5 quand la masse du scalaire est egale a 0.5 GeV). Plus etonnant 
encore est 1' effet sur le champ classique du. u>. Ce dernier voit sa portee reduite dans le cas 
lineaire. Ce phenomene, est observe uniquement quand les mesons p et Ai sont presents 
comme nous 1' ont indique des analyses numeriques du cas oil la const ante g tend vers zero. 
Ceci montre 1' importance d' inclure les mesons de masse finie dans le Lagrangien effectif. 
Quels sont maintenant les effets sur les proprietes statiques du soliton? Pour le savoir, il 
faut calculer des observables telles que la masse, la constante de couplage axiale, etc... Nous 
avons calcule des quantites qui dependent seulement des solutions classiques des equations 
du mouvement, c' est a dire la masse du soliton, le rayon isoscalaire du baryon et la constante 
de couplage axiale. La masse du soliton est donnee par 1' expression (5.2). Pour ce qui est 
du rayon isoscalaire, en remplagant les expressions (5.1) dans celle de la densite baryonique 
(2i7/Lo)' trouve: 
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2 /"^ f . 
< >7=o = - / r'^drl - F sin^F 

""Jo { (53) 

+ sin F[q;(1 — 2g'yr) sin F + 7 cos F + gr cos F{a'^ — 7^)] \ 

La constants de couplage axiale gA du nucleon pent etre calculee par projection directe 
sur 1' element de matrice de la troisieme composante du courant axial entre deux etats de 
nucleon comme il a ete fait dans [17]. En appliquant le theoreme de la divergence a 1' 
equation (3.14), on trouve 1' expression suivante: 

9A = ~nf^ lim (r^F) - ^ H r\a' - j')udr (5.4) 

Comme il est illustre sur la figure (1.4) la presence du champ scalaire conduit a une diminu- 

1 

tion notable de la masse classique du soliton, mais aussi de < >/=o ^t de gA en com- 
paraison avec le modele non-lineaire. 

6. L' interaction nucleon- nucleon 

Pour calculer 1' interaction entre deux solitons il est necessaire d' approximer la forme 
des champs [/, X, F, ^ dans le secteur S = 2, car la forme exacte de ceux-ci dans le cadre 
de notre modele est tres compliquee a determiner. Une approximation simple connue sous 
le nom d' approximation du produit, offre une description raisonnable de 1' interaction entre 
deux solitons statiques, c. a. d. deux solutions du secteur B = 1. Cette approximation 
consiste a supposer que la configuration des champs, quand les deux solitons sont separes 
d' une distance R, est un produit de la forme: 

U,^='{f,R) = Ur\r- ^)Ur'{r + ^ (6-1) 
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ou Uq^^ est la solution B = 1 trouvee dans la section precedente. Les merites, aussi bien 
que les defauts de cette approximation sont largement discutes dans la litterature [19]. Pour 
notre part, nous allons insister sur deux aspects importants que seul 1' ansatz du produit 
contient de fagon naturelle. D' abord, etant donne que 1' on veut calculer un potentiel local, 
la definition de la separation entre les deux solitons doit etre depourvue d' ambiguites, 
ce qui est le cas de 1' approximation (6.1). Ensuite, le nombre baryonique associe a la 
configuration du membre de droite de (6.1) est automatiquement egal a 2. Dans un calcul 
exact on ne pent tenir compte de ces conditions essentielles sans aggraver la complexite du 
probleme [36]. 

On ne s' attend pas a cc que 1' approximation du produit puisse donner une bonne descrip- 
tion de r interaction aiix courtes distances. Cependant, le centre de notre interet est la 
moyenne portee (i? > 1 fm) du potentiel nucleon-nucleon, region oil 1' approximation du 
produit devrait etre adequate. 

La configuration (6.1) est degeneree en spin et en isospin, car elle est purement 
classique. II en resulte que 1' interaction entre les deux objets du membre de droite 
de cette equation n' est pas identifiable a 1' interaction baryon-baryon. Pour construire 
1' interaction nucleon-nucleon il faut lever cette degenerescence en effectuant des rota- 
tions dans r espace SU{2) des deux solitons separement: Uo{r + ^) — > AUo{r + "f)^^, 
Uo{f— ^) BUo{f— )-Bt avec les matrices A = ao + ir.a et B = bo + ir.b. 
On suppose maintenant que les champs de jauge gauche et droit se transforment comme: 

Xi{f,R,C) = A[Xi{f,) + Uoifi)CXiif2)C^ui{f,)]A^ 

(6.2) 

r,(f, R, C) = B[Yi{f2) + U^{f2)C^Y,{fi)CUo{f2)]B^ 

— * — * 

pour ces memes rotations A et B. On a utilise les notations fi = r+ ^ and r2 = ^— • 
II est evident que seule la rotation relative C — A^B = co + ire importe dans le systeme a 
deux solitons et 1' interaction baryon-baryon comme on le verra par la suite s' ecrit comme 
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une fonction de ce produit C = A^B. La transformation (6.2) des champs de jauge Xi 
and Yi est conforme a leur loi de transformation a la limite focale (voir section 3). En 
effet, a cette limite les champs de jauge tendent vers les gradients du champ du pion: 
Xi '^diUU^ = ^Li et Yi '-^diU^U = ^Ri, et il est facile de montrer que les 
courants Lj et Ri se transforment comme la loi (6.2) par une rotation de SU{2) (8) SU{2). 
Pour ce qui est du champ scalaire il est clair qu' il ne pent dependre que des variables r et 
R. Une forme compatible avec 1' approximation du produit pour le champ U et 1' equation 
(3.6) est: 

«f,fi)=«MM (6.3) 

Ces formes (6.2) et (6.3) pour les champs de jauge et le champ scalaire dans le secteur 
B = 2 bien que coherentes, ne satisfont pas aux equations du mouvement dans ce secteur. 
Mais pour ce qui est du champ du a; on n' a pas cette liberte, car ce champ ne se propage 
pas, il est simplement contraint. La composante temporelle de ce champ obeit a 1' equation 
suivante: 



(didi - ml)uj = S (6.4) 

oil S est la fonction source S = 2(3^J'j^q. J/Lq est le courant baryonique defini en (3.14). 
II est clair que les configurations des champs U, Xi et Yi une fois choisies celle du u est 
automatiquement donnee par 1' expression (6.4). 

L' equation (6.4) pent etre reecrite comme (jj{r) = J G{r — f')S{f')d^f', avec G{r) = 
-I exp(-m^|r|) ^ inserant les configurations des champs U,Xi et Yi (6.1-6.2) dans cette 
expression on obtient celle du champ ut dans le secteur B = 2: 



(jj{r, R, Cy) = a;(fi) + u){r2) + (^T{r, R, c^) 



(6.5) 
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Les deux premiers termes du membre de droite de cette equation ont deja ete con- 
sideres dans [27] ou le terme mixte ujt avait ete neglige parce qu' il est de courte portee. En 
fait le calcul exact des termes contenant u)t dans 1' interaction est scrieusement complique 
du point de vue numerique, la raison est la dimensionalite elevee (i?^) des integrates qu' 
il faut evaluer. Neanmoins nous avons effectue les calculs numeriques de ces termes pour 
certains points autour de 1 fm., pour s' apercevoir que pour le cas de notre modele ces 
termes sont petits. Nous avons par consequent neglige ujt dans 1' expression (6.5). Pour 
etre complets nous donnons son expression: 

ujT{f, R, c^) ^(3^ J d\ 'G{f- f')i^TB{f', R, c^) + TA{f', R, c^)| 



avec 



et 



Tsir, R, C) = "^TviRlCL^LlC^ - RIr]CLIC^) (6.6) 



TA(r, R, c,) = '-^d,\T.[l]CLlC^ - RICX]C^ - RICI]C^ + Y^CLIC^ 

+ ig{llCl]C^ + YlCXlC^ - CY^C^Xl 
- ulCUlC^YlCU2C^UiCXlC^ - XlCUlC^Y^CU2C^ 
+ X^y/ - ulCYfC^U^CXlC^ + XlYf)] I (6.7) 

Nous avons fait usage des notations compactes ij = U\ri)Xi{fi)U{ri)^ if — 
U{r2)Yi{f2)W{f2), R] = diU^n)U{fi), Lf = diU {f2)W {f2) , f/i = U{fi), U2 = 
U{f2), Xf = X,{r2), Yl = y,(fi), Xl = X,{n), Y^ = Y,{r2) . 
L' operateur potentiel soliton-soliton est donne par 1' expression: 



V{R,c^) = - / d^r{CB=2{ri,r2,c^) -2CB=i{r)> (6.8) 
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Pour notre modele, il faut remplacer les configurations du secteur B = 2 presentees plus 
haut dans cette equation. Le resultat pent etre ecrit comme la somme de deux termes: 

V{R, c^) = j dVjc/^pA, (f, R, c^) + C/^(f, R, c^)| (6.9) 
Dans cette expression la premiere partie est la contribution associee a vC^r^pAi decrivant les 

— * 

effects dus aux champs p, ^i,^ et la seconde correspond a la contribution des couplages du 
meson uj: 



U^pA, (r, R. c^) = ^Tr|44 [CdiX^^C^ - CdjXfC^ - R\CXp^ + R]CX'^C^ 
+ CXp^R] - CXfC^R] + ig{C[Xf, X]]C^ + CXfcU] - CX^CUl 
+ llCX]C^ - ijCXfC^)] + 2RlCX]C^ [RlCX'^C^ - R]CXfC^ 
+ 2ig{ljCXfC^ - llCX]& - [Il I]])] + AR]CX^^ [ - d^XfC^ 
+ djXfC^ - X^C^R] + X^C^R] + ig{XfC'^ll - XfC'^l} - [Xf, X]]C^)] 
+ 4Cd,Xf [X]C^Rl - XfC^R] + ig{XfC^lj - XpU] + [l], l]])] 
+ 2CXfC^Rl [CX^C^Rj - CXfC^R] + 2ig{CXfcUj - CXpUj + [l}, l]])] 
+ AigX^^C^R] [llCXf - ijCXf + C[Xl X^]] + UgdiX^^ [llCXf - ijCXf] 

- Ag-" - CXlC^ + 21]I]1]) ~ &I\C{X]X]X1 + Xlxfx] 

- 2X]X}X]) - 1\1\CX]X]C^ - 1\1]CX]X}C^ + 2I\I]CX}X]& 

+ \ {cx1c^i]{cx1c'^i] - cx]c^il) + C'^I]CX]{C''I]CX] - c^i]cxl)\ 

F^^,C^C\ll^llX^^Yl,Rl^L^ 



(6.10) 
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(r^-e?)(r^-ei) 
r4 



(6.10, suite) 



+ (a;i + u;2)[TB{f, R, c^) + T^lr, R, c^)] (6.11) 
+ a;T(f, R, c^) [b^ + + + + Tb{t, R, c^) + TAif, R, c^)] | 



avec les notations 



4 = uHri)d,X,{n)U{n),Fl^ = U{f2)d,Y,{T2)UHr2).Bl = -^1^{L]L]lI), 

Bl = ^MLlL',Ll),A' = A{n),A' = ^(f^),^ = e(ri),6 = e(r2), (6-12) 

— * 

Apres avoir integre sur la variable r, il nous reste une fonction de R et des variables c^. II 
n' est pas difficile de montrer que cette fonction est en fait un polynome d' ordre pair en 
ces c^: 



V{R, c^) = vo{R) + V2{R, c^) + V4{R, c^) + ve{R, c^) + ... (6.13) 



avec la forme generale pour les V2p {p = 1, 2...) 
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V2{R, c^) = Oil + a2cl + a^cl 

V4iR, c^) = Pi + P2cl + + + P^clcl + Pe4 (6-14) 

Pour arriver a ces expressions nous avons pris le vecteur R parallele a 1' axe z de 1' espace de 
configuration. Maintenant, les fonctions a et P peuvent etre calculees en prenant differentes 
projections de la matrice C dans le membre de droite des equations (6.6), (6.7) et (6.10), 
(6.11). Pour donner un exemple, la fonction ai est egale au membre de droite de 1' equation 
(6.9), dans laquelle il faut retenir seulement les termes quadratiques en et prendre C = 
ir\. L' expression exacte des Q;j,/3j est donnee dans 1' appendice B. Les termes d' ordre 
superieur a quatre dans le polynome de 1' equation (6.13) proviennent du terme de Wess- 
Zumino (ce terme contribue aussi a fo^ ^2 et V4). Nous avons neglige ces termes dans notre 
etude car ils contribuent essentiellement a des operateurs en representation de spin eleve. 
L' approximation de negliger vq pent etre partiellement justifiee par les resultats de la ref. 
[24] oil il a ete trouve que le terme de Wess-Zumino a globalement un petit eff'et sur les 
observables du secteur B = 1. 

Pour extraire maintenant les canaux physiques (de spin et isospin definis) de 1' inter- 
action, on utilise la methode simple de projection qui a ete introduite dans la ref. [18]. La 
decomposition naturelle de 1' operateur potentiel non-relativiste agissant dans un espace a 
deux nucleons est: 

V{R) = V+i\R\) + in.T2)Vci\R\) + ia,.a2)[V+si\R\) + {ri.r2)Vssi\R\)] 

(6-15) 

+ [3{ai.R){a2.R)/R^ - (^1-^2)] [V^{\R\) + {ti.T2)V^ {\R\)] 

Pour calculer les six composantes , , ... dans notre modele, il faut six equations. On 
les obtient en egalant six elements de matrice de V{R) (6.15) avec ceux de 1' operateur 
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V{R,c^) (6.9), ces derniers etant exprimes en termes des fonctions d' onde de spin et d' 
isospin du nucleon. La solution de ce systeme d' equations est: 

4 4 

v+= [ da, I db,s{j2 < - i)^(E K - ^) 

= vo + ai+ pi + ^{a2 + p2 + a3 + Ps) + ^{p4 + Pe) + ^p5 

4 4 

F- = f da, I db,5iJ24 - mJ2bl - l)V{R,c^)f^{a^,b,) 

1 1 1 (6.16) 



Vgg = I da 



4 4 



= Vss = Vc=0 

ou les sont les variables du nucleon 1 et b, celles du nucleon 2. Dans ces formules les 
fonctions ... sont des densites dans 1' espace SU{2) ^ SU{2). Leurs expressions sont 

donnees par: 



/c b,) = ^(«? + 4)ibl + bl+bl + bl) 
f^{a„ b,) = ^{(a? + aim + 6^ - 6g - 6^) 

+ (aiao - z(a2ao + aiaa) - 0203) (6i6o + z(626o + 6163) -6263)! (^•1'^) 

+ ^(aiao - i{a2aQ + 0103) - a2a3)(6i6o + *(&2&o + ^i^s) - ^2^3) 



35 



Pour les calculs numeriques cependant les expressions en ai et Pi sont d' une plus grande 
utilite. C est aussi celles que nous avons utilisees pour calculer les differents canaux de 1' 
interaction nucleon-nucleon dans notre modele. 

II est a noter ici que les fonctions ai, Pi peuvent etre utilisees pour calculer non seulement 
les interactions entre nucleons mais aussi celles entre des baryons de spin plus eleve. Ceci a 
ete fait dans [18]. Dans notre modele le calcul de ces interactions necessiterait 1' inclusion 
des termes comme vq dans (6.13). 

On va s' interesser maintenant aux resultats, pour estimer si notre modele base sur 
une description coherente des mesons pent reproduire les aspects caracteristiques de 1' 
interaction nucleon-nucleon telle qu' ils sont observes experimentalement. 

7. Discussion des resultats 

Nous avons calcule numeriquement les differentes composantes V^j , FjT , Vgg avec les 
fonctions de profil F, a, P, 7, u), e obtenues dans le secteur B = 1 (section 5). 
Tout d' abord, nous avons trouve que la contribution du terme d' anomalie de Wess-Zumino 
au potentiel est tres petite. Ceci est en accord avec 1' observation des auteurs [24] qui ont 
trouve (dans le cadre du modele a non-lineaire) que ce terme bien qu' important pour la 
bonne description de la physique des mesons est quantitativement moins important dans le 
secteur des baryons. 

La contribution essentielle a U^^ est due au couplage du uj aux trois pions. On pent montrer 
(aussi bien analytiquement que numeriquement) que si le terme de Wess-Zumino est neglige, 
la contribution de C/j^ au potentiel Vq est repulsive. Par ailleurs on a vu lors de 1' etude 
du secteur B = 1 que le champ du uj dans le modele lineaire est d' une portee inferieure a 
celle qu' il a si le parametre A est tres large (modele non-lineaire). Get effet est a 1' origine 
de la suppression de la portee du terme U,^ dans le canal central de 1' interaction (table 1). 
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La repulsion due au champ du meson oj est done de courte portee dans notre modele. Get 
effet est du a 1' inclusion simultanee de tous les mesons. 

En ce qui concerne la contribution du terme U^pAi a V(t ^ on pent montrer que le premier 
terme de 1' equation (6.10) est positif alors que les deux derniers (absents du modele de 
Skyrme) sont negatifs. II est a noter que ces deux derniers termes disparaissent dans le cas 
non-lineaire (^ ^ T). En comparant les profils lineaires a ceux du cas non-lineaire pour 
les fonctions F, a, P, 7 (figure (1.3)), on comprend pourquoi la partie repulsive de U^pA^ est 
serieusement diminuee dans notre modele (table 1). 

Table 1 

Contribution des mesons vecteurs au canal central de 1' interaction nucleon-nucleon, 
quand ceiix-ci sont introduits en jaugeant le modele sigma non-lineaire (A = 00) ou le 
modele sigma lineaire (A = 0.8). R est en fermi et le potentiel est en MeV. 



R 


p, Ai{\ = 00) 


p, Ai{\ = 0.8) 


^(A = 00) 


w(A = 0.8) 


0.0 


596.0 


122.0 


405.2 


872.5 


0.5 


400.5 


108.0 


247.5 


405.6 


1.0 


110.6 


22.0 


63.7 


54.9 


1.5 


18.6 


2.3 


10.7 


5.7 


2.0 


3.4 


0.4 


1.5 


0.6 



Nous montrons sur la figure (1.5) les resultats pour Vq obtenus avec une masse du scalaire 
de 0.62 GeV. Pour comparaison, nous y avons dessine les resultats du modele non-lineaire, 
(le cas oil le champ du scalaire est elimine) et les valcurs du potentiel de Paris [37]. 

Notre etude a montre que quand la masse du meson isoscalaire augmente 1' attraction 
est poussee au-dela de 1.5 fm. On pent penser que le fait d' avoir besoin d' une masse 
assez petite pour que 1' attraction soit placee au bon endroit, constitue un probleme car la 
phenomenologie veut que la resonance S de la diffusion tttt se situe plutot vers 1 GeV. A ce 
sujet, rappellons-nous du cas des modeles d' echange de bosons, la aussi, il est necessaire 
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d' introduire un champ scalaire assez leger (m ~ 0.5 GeV) pour reproduire correctement 1' 
interaction nucleon-nucleon. Dans le cadre de cette description 1' introduction de ce meson 
scalaire fictif pent etre evitee en considerant explicitement 1' echange de deux pions [38]. 
Malheureusement, il n' existe pas a 1' heure actuelle une methode qui permettrait de tenir 
compte de ces effets dans notre probleme. D' un autre cote, comme nous le verrons plus 
loin, il n' est pas impossible que dans notre modele on obtienne les forces attractives avec 
une masse du meson scalaire, plus proche de sa valeur experiment ale. 

On a done montre qu' une generalisation du modele de Skyrme decrivant la physique 
du pion et des mesons scalaires et vecteurs est capable de reproduire 1' essentiel de la 
physique des interactions nucleon-nucleon, a savoir une repulsion a courte portee et une 
attraction a moyenne portee dans le canal central de cette interaction. De 1' attraction mais 
a longue portee a ete obtenue par d' autres auteurs, toujours par le biais de 1' inclusion 
des degres de liberte scalaires mais dans des contextes difFerents (anomalie d' echelle de 
la QCD [29], corrections a une boucle de pions [39]). Notre modele suggere que pour que 
cette attraction soit vraiment de moyenne portee (en accord avec la phenomenologie) il 
faut inclure non seulement le meson scalaire mais aussi les mesons vecteurs p,(jU,Ai dans le 
Lagrangien eflFectif. A cet egard, observons sur la figure (1.5) que meme en 1' absence du 
meson scalaire la repulsion est fortement diminuee par rapport au modele de Skyrme. 

Pour illustrer la necessite d' inclure simultanement les mesons e, p, u, Ai nous avons 
effectue un calcul de 1' interaction NN dans le cas ou seuls le pion et le scalaire sont presents 
dans le Lagrangien effectif. Nous avons considere le modele 



Le modele (7.1) est tres proche du modele de la ref. [29] mais ici le terme d' ordre 
six est inclus car il n' est pas justifie de le negliger. A la limite ou A — > oo on retrouve le 




+ :^Tr{[d,UU^,d.UU^]') - ^B,B^ 



(7.1) 
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Lagrangien (3.15) en termes de pions uniquement. Sur la figure (1.6) on voit que 1' attraction 
n' a plus la bonne portee quand les masses des mesons p, a;, Ai deviennent infinies. 

II est done clair qu' un Lagrangien effectif de pions et de scalaires seulement ne pent 
fournir que de 1' attraction a longue portee, confirmant ainsi notre conclusion principale. 

Faisons quelques remarques maintenant sur la validite de 1' approximation du produit 
adoptee au cours de notre etude. Dans notre travail aussi bien que dans ceux des references 
[29] et [39] , le potentiel A^A^ est calcule en approximant le systeme B — 2 par la configuration 
simple de 1' equation (6.1). Recemment les auteurs de [36] ont trouve que la repulsion du 
modele de Skyrme est sensiblement diminuee si 1' ansatz de Manton-Singer est utilise dans 
un calcul semi-exact. D' autre part les auteurs de [20] trouvent meme de 1' attraction dans 
le modele de Skyrme par des methodes numeriques assez compliquees mais cette attraction 
n' a pas la bonne portee. Ces calculs numeriques utilisant des approximations allant au- 
dela de celle du produit ont 1 'air de suggerer que cette derniere n' est pas adequate pour 
le calcul de 1' interaction. En fait 1' avantage de 1' approximation du produit est qu' elle 
est simple et suffisament transparente pour extraire les aspects phenomenologiques connus 
de 1' interaction nucleon-nucleon. Comme on 1' a vu auparavant, les signes des differentes 
contributions au potentiel sont connus et coherents avec les ingredients physiques du modele 
(3.1). Nous pensons que les differentes approximations peuvent affecter la magnitude de 
ces contributions mais pas leur signe. De plus, dans tous les calculs precites, on calcule un 
potentiel local et seule 1' approximation du produit offre une definition non ambigue de 1' 
interdistance entre deux solitons. Si les resultats de [20] et [36] sont corrects, ils donnent 
a penser que 1' approximation du produit sous estime 1' attraction que le Lagrangien (3.1) 
produit. Autrement dit si notre modele est traite numeriquement avec les methodes des 
refs. [20] ou [36], il est tres probable qu' il fournisse trop d' attraction avec = 0.62 GeV. 
Dans ce cas, en augmentant la valeur de jusqu' a la valeur experimentale (1 GeV) on 
pourrait retrouver 1' attraction NN empirique. II serait en effet tres interessant d' effectuer 
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le traitement numerique de [20] dans le cadre de notre modele qui, comme nous 1' avons vu 
dans les sections precedentes, est plus realiste que le modele de Skyrme. 
L' interaction dans le canal spin-spin aussi bien que celle du canal tenseur ont ete aussi 
calculees dans le modele lineaire et non-lineaire (figures 1.7 et 1.8). La presence du champ 
scalaire supprime fortement ces deux canaux. Nos resultats sont en accord qualitatif avec 
ceux de la ref . [29] . 

Une derniere remarque importante doit etre faite. Un degre de liberte qui ne doit 
pas manquer dans les modeles des hadrons a basse energie est celui du meson uj. II est 
bien connu que sa contribution a 1' interaction NN est fortement repulsive aussi bien dans 
les modeles d' echange de mesons que dans le cadre des modeles que nous considerons ici. 
Son absence dans les travaiix [20], [29], [36], [39] est injustifiee. Dans notre travail il est bien 
present, et malgre cela 1' attraction persiste. Ce phenomene est le resultat d' un mecanisme 
non-trivial du a 1' inclusion simultanee de tous les mesons. 

En resumant les calculs de ce chapitre on pent dire que le modele que nous avons 
etudie ici et qui generalise le modele de Skyrme de fagon a decrire correctement la physique 
des mesons, est non seulement capable de predire mieux les proprietes statiques des baryons, 
mais aussi de produire une interaction nucleon-nucleon en accord quantitatif avec la phenomenologie.J 
II est essentiel de garder a 1' esprit qu' a la limite ou le nombre des couleurs devient grand, 
QCD est equivalente a une theorie effective d' un nombre infini de mesonsf. Par consequent 
il n' y a aucune raison de considerer le pion seulement. 

La prise en compte des mesons les plus legers dans le Lagrangien effectif est en fait plus qu' 
une fagon de tester le developpement semi-classique des observables baryoniques comme il 
a ete suggere par Witten [21]. Le Lagrangien (3.1) que nous avons propose dans ce chapitre 
offre surtout un cadre theorique simple et coherent oii les mesons (les champs elementaires) 
et les baryons (leurs excitations de type soliton topologique) sont decrits simultanement. 

t ceci pour conserver la propriete de liberte asymptotique des fonctions a deux points 
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Appendice A 



On donne ici 1' expression des equations differentielles non-lineaires couplees, dont la 
solution extremise la fonctionnelle d' encrgic dans le secteur B=l (section 5 du texte). Pour 
simplifier quelque peu les formules, il est utile de definir les differents "moments" u, v et t 
qui sont associes aux champs F, a et 7 respectivement: 

V = ar + a - P{1 - 2g-fr) (A.l) 
t = 7r + 7 — 2ga(5r 
Alors les equations du mouvement sont de la forme: 



il = ^^[sin2F[(l - 2g-irf -Ag'^a'^r'^] + Agar cos2F{l - 2g-fr)] 

- 2Am'^r^[2a^cos2F + {a"^ - -f^)sm2F] + /3^^[ - 2g[^r + gr'^{a'^ -7^)]cos2F 

- 2gar{l - 2g'yr) sin 2F - sin^ F] {A.2) 



i) — 4gar[g{a.^ + 7^) ] — 2gl3t + g^^ cos F[sin F + 2gr{a cos F — 7 sin F)] 

+ mj^ar — Am^rcosF(7sinF — acosF) — /3^g -^^[sin^ F{1 — 2g^r) + ^Q;rsin2F] 

(^.3) 



i= -2(1 - 25r7r)[5r(Q;^ + 7^) - ^] + 25r/3v - 5r^2sinF[sinF + 25rr(Q!COsF - 7sinF)] 
+ ml'yr + Am^r sinF(7sinF — a cos F) — /9t^gf-^[sin2F(l — 2g'yr) — 4gfQ;rsin^ F] 

(A.4) 
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Co = m. ,ijo — 2 



F[sin^ F + 2^arsin2F(l - 2g^r) 



+ 257r cos 2F + 2^2r2(a2 - 7^) cos 2F] + ^[2(m- + a) (sin^ F(l - 257r) 
+ gar sin 2F) + (7r + 7) (sin 2F(1 — 25r7r) — 45rQ;r sin^ F)] 



(A.5) 



r 



Sin F 

(F + 2gpf + 2( h 2^(a cos F - 7 sin F)f 

r 



+ 4A^(e'-r2) (A6) 



La fonction (3 obeit a la contrainte suivante 

1 



(3 = 



^rtt + Agart + 2v(l — 2g^r) 



(A7) 



Appendice B 

Dans cet appendice on explicite les fonctions a ei f3 qui apparaissent dans le texte 
(equation (6.14)). Pour les calculer il faut d' abord separer les termes quadratiques (^2) des 
termes quartiques {v^) en la matrice C dans les expressions du potentiel, et ensuite prendre 
differentes projections de cette derniere. On a bien pris le soin d' ecrire ces formules sous 
leur forme la plus generale, car elles sont independantes du modele considere. 

I) Termes quadratiques 

Oil =1^2 (m) 

Q!2 =V2{I) - V2{iTi) {B.l) 

as =^^2(^7-3) - V2{iTi) 

II) Termes quartiques 
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Pi =V4{iri) 

(32 =Av^{{I + iT^)/V2) - ZvSri) - v^{I) 

/?3 = - ^ [^4(^7-3) - 2hv^{i{2Ti + iT3)/\/5)] - QvA{iTi) 

p4 =2[v4{I)+V4{iTi)] -4v4{{I + in)/V2) 

P5 ^^v4{I + iT3)/V2) + 7v4{iTi) - 4v4{{I + iTi)/V2) - ^v^im) 
25 

- —V4iii2Ti + iT3)/V5) 

5 25 
Pa =5v4{iTi) + -V4{iT3) - —V4{i{2Ti + iTz)/\/h) 



Appendice C 

Dans cet appendice nous allons montrer qu'a la limite des grandes masses pour les 
mesons p, a;, yli,e le Lagrangien (3.1) tend vers 1' expression donnee par V equation (3.15). 
Nous allons negliger dans ce qui suit le terme de Wess-Zumino. 

Tout d' abord il est clair que quand la masse du meson scalaire tend vers 1' infini (A = 00) le 
champ scalaire e disparait car a cette limite ^ = F.La solution de 1' equation du mouvement 
du champ uj^ quand les parametres m^,(3^ tendent vers 1' infini (en gardant le rapport 
(iuj/rrii^ fixe) est uj,j, = —-^^B^, ce qui implique que le Lagrangien du systeme ttoj tend vers 

r expression ——^B^^B^ (equation (3.15)). 
2m^ 

En ce qui concerne les champs de jauge, 1' equation d' Euler-Lagrange pour le champ gauche 
s' ecrit: 



+ 



(C.l) 
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L' equation du mouvement pour le champ droit est obtenue en remplagant dans (C.l) 
par et U par . Faisons tendre les masses des mesons physiques p et Ai vers 
1' infini. A cette fin il faut prendre les hmites nip — * oo, Am^ — oo en respectant la 
relation + Am? = ^g"^/^ pour que le denominateur de 1' equation (4.2) s' annule. Alors 
le coefficient F, proportionnel a m^i , devient tres grand. Nous pouvons alors negliger les 
termes figurant dans le membre de droite de 1' equation (C.l). La solution de cette equation 
a cette limite et pour g fini est: 



m\ 2g 

m\ 2g 
donnant pour les tenseurs X^^ et Y"^;^ les identites suivantes: 



i a^r^ i 1 

X'^^^ — (1- ^)[L^,Ln = _-[L'^,Ln 
2g^ m\'^ ' ^ 2g2^ ' ^ 

2g m\ 2g 2 



{C.2) 



(C.3) 



En remplagant les expressions (C.2) et (C.3) dans le Lagrangien (3.2) nous obtenons le 
modele sigma non-lineaire plus un terme d' ordre quatre, antisymetrique par rapport aux 
derivees du champ du pion. La constante de Skyrme correspondante est donnee par e = 
-\/2^, ce qui donne le facteur figurant dans 1' equation (3.15). 
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Chapitre II 



Sur le developpement semi-classique 
de la masse du soliton 
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Les solutions solitoniques du type considere dans le chapitre precedent, etudiees d' 
abord par Skyrme puis reprises par la ref. [17] et les travaux ulterieurs sont des solutions 
classiques de theories de champs non-lineaires. Leur quantification consistc a construire des 
etats quantiques autour de ces solutions. Les observables physiques se developpent alors 
en puissances de % [10]. Pour le cas du nucleon, il a ete montre [12] que le parametre de 
developpement semi-classique est en fait de sorte que sa masse se met sous la forme: 

Mjv = N, [Mo + —Ml + j^M2 + ...] (/•!) 

La convergence de ce developpement repose fortement sur les valeurs des coefficients Mq, 

Mi,M2 qui sont dependants du modele. 

Le but de ce chapitre est d' illustrer cette dependance pour les diflFerents modeles 

bases sur les Lagrangiens de mesons. Nous allons montrer que certains d' entre eux ont plus 

de chances que d' autres de fournir un developpement (I.l) bien defini. Nous allons, dans 

ce qui va suivre nous interesser a la premiere correction quantique a la masse du soliton, 

le terme Mi- Nous allons etablir que le terme Mi est une energie de Casimir [40], et 

donner son expression. Cette energie possede une divergence ultraviolette qui pent etre 

regularisee dans le schema de la fonction zeta. Nous calculous numeriquement le rapport 
Ml 

— — pour le modele de Skyrme et une de ses generalisations possibles. Les resultats 

NcMo 

obtenus apportent quelques conclusions sur la validite du developpement semi-classique 
pour la masse du nucleon. 

1. L' energie de Casimir du soliton 

En efFectuant des fluctuations quantiques sur des degres de liberte collectifs autour de 
la solution du modele de Skyrme, les auteurs de [17] ont obtenu une partie des contributions 
a M2 (eq. (LI)). Mais curieusement le terme Mi n' a regu que tres peu d' attention dans 
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le passe. Ce terme est certainement plus difficile a evaluer car il met en jeu des fluctuations 
non-collectives. Afin de trouver son expression, effectuons des fluctuations autour de la 
solution classique Uq definies par les parametres a: 



U = Uq exp (ir.a) (1.1) 

et considerons la fonctionnelle generatrice des fonctions de Green en 1' absence de sources: 

We = Af J V[U]e-^^^^^ (1.2) 

Se etant 1' action euclidienne associee au Lagrangien du modele considere et J\f une con- 
stante de normalisation. Cette action pent etre developpee autour de la configuration 
classique Uq qui est un point stationnaire de Se' 

Se{U) = Se{Uo) + l^-^m' + - (1-3) 
La deiixieme variation de 1' action est un operateur qui depend de la solution classique: 

{^)ab = -d^d^ 5ab + VabiUo) (1.4) 
OUq 

Dans ce qui va suivre, seule la contribution du modele sigma non-lineaire a 1' operateur 

potentiel Vab va etre prise en compte: Vab{Uo) — ieahc'^i^cUld ijUQ)d Nous allons justifier 
par la suite cette approximation. 

We pent etre evaluee dans 1' approximation de la phase stationnaire. Cette methode consiste 
a integrer les fluctuations de Se qui sont quadratiques en a: 

We = A^e-^-(^°) J V[a] exp {—a^ (^)ab «6) (1-5) 
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L' integrale Gaussienne peut etre efFectuee exactement [41]: 

WE=Ne-'-^^-^[dei '{-VlSab + VM))]-^'^ (1-6) 

Dans cette expression, le prime sur Ic determinant indique que les valeurs propres nuUes 
de r operateur (— — ^)ab sont omises [44]. Pour extraire de cette formule A^i, il suffit d' 
ecrire 1' expression de We sous la forme We = exp {—MT) , oii M est la masse du soliton 
et T est un facteur de temps Euclidien. Apres avoir effectue la soustraction de 1' energie 
des fluctuations du vide, 1' energie de Casimir du soliton s' ecrit: 

Ml = ^{^'log {-VlSab + Vab) - TV log i-VlSab)^ = [Seff{Uo) - S,ff{0)] (1.7) 

Sous cette forme, on comprend pourquoi Aii est une energie de Casimir. II s' agit de la 
difference entre 1' energie des fluctuations du vide avec et sans la presence de la solution 
classique. En remettant les facteurs h a leur place, il n' est pas difficile de voir qu' il 
s' agit de la premiere correction quantique a la masse. Mais il est aussi manifeste sur 1' 
expression (1.7) que cette energie possede une divergence ultraviolette a laquelle il faudra 
preter attention. En effet, 1' action effective Seff se developpe en theorie des perturbations 
comme une somme sur les diagrammes a une boucle engendres par le potentiel d' interaction 
V{Uo) [42]. Comme le Lagrangien de base est non-renormalisable, on peut s' attendre a des 
problemes dans le calcul du Trlog de 1' equation (1.7). 

En fait nous n' aurons besoin que d' un nombre fini de contretermes pour regulariser 1' 
energie de Casimir. Par exemple si V est obtenu en effectuant des ffuctuations autour de 
la solution classique du Lagrangien du modele a non-lineaire, alors toutes les fonctions de 
Green a une boucle peuvent etre rendues finies par des contretermes d' ordre quatre qui 
sont connus [43]. 
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Nous allons maintenant simplifier 1' equation (1.7) en tenant compte du fait que le potentiel 

V ne depend pas du temps Euclidien. Reecrivons la difference des Trlog sous la forme [45]: 

1 r°° 

Mi^^ dr T-^Tr(e"^o) Tr(e-"°^ - e""^) (1.8) 
2-i Jo 

avec les operateurs tridimensionnels 1) = — Vf 5o6 + Vab et ^Iq = — Vf 5ab- Sur la 

premiere trace de cette equation on reconnait la fonction de partition de la particule libre a 

une dimension: Tr(e'^ o) = . L' integration sur r donne 1' expression connue [42] de 

V 27rT 

1' energie de Casimir : 

A^i=iTY(nV2_ny2) 

1 (1-9) 

n n 

ou o;^ et {co^)'^ reprcscntcnt les valeurs propres des operateurs Q et Qq respectivement. 
Notre estimation de A^i sera basee sur cette expression. 

Mis a part la divergence de la somme sur les modes qui est une particularite de la theorie 
quantique des champs, 1' equation (1.9) est tout a fait naturelle. En effet, rappelons nous 
du cas d' une particule non-relativiste evoluant dans un puits de potentiel unidimensionnel 

V possedant un minimum en xq: 

V{x) = V{xo) + ^co\x-xof +Xix-xo)^ (1.10) 

Classiquement, la trajectoire dans 1' espace des phases minimisant 1' energie est celle pour 
laquelle la particule reste immobile {x — 0) en xq. Son energie classique est Md = V{xo). 
Si le couplage est faible (si A est petit et positif) le premier etat quantique a une energie 
M = V{xo) + Irhu). En d' autres termes M est la somme de 

a) r energie d' une solution independante du temps des equations du mouvement 
classique et 
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b) d' une correction quantique proportionnelle a a;, la racine caree de la derivee 
seconde du potentiel prise au point stationnaire x = xq. 

L' analogue du terme a) en theorie des champs est la masse classique du soliton (le 
terme NcM.q) et V analogue de la correction b) (avec la derivee seconde remplacee par une 
derivee fonctionnelle) est 1' energie de Casimir du soliton, le terme M.i. La difference en 
theorie quantique des champs est que pour obtenir la premiere correction quantique il faut 
sommer sur une infinite de modes et aussi soustraire 1' energie de vide. En particulier 1' 
energie de Casimir pent etre negative. 

En pratique, le calcul de la trace dans 1' equation (1.9) se fait plus facilement en se plagant 
dans un volume fini (mais grand) dans 1' espace. Le spectre des operateurs O, Oq devient 
alors discret. Le passage a la limite continue se fait en multipliant les valeurs propres a;„ 
associees au vecteur d' onde kn par la densite des niveaux. On obtient alors 1' expression 
[46]: 

oil 5{E) est Ic dcphasagc associe au potentiel Vab pour 1' energie propre E. Comme V 
est a symetrie spherique, les fonctions propres se developpent sur une base d' harmoniques 
spheriques vectorielles indicees par j, avec j = I -\- 1, o\x I est \e moment angulaire spatial. 
Alors le dephasage s' ecrit: 

oo 

5{E) = Y.^2j + l)5^{E) (1.12) 
i 

Le calcul de 1' energie de Casimir consiste done a evaluer les dephasages associes au potentiel 
V de r operateur tridimensionnel Q, = —V^Sab + Vat- L' expression de V en fonction de la 
solution classique F est: 

f sin2F,^ c/F_ sin^ F ^ 1 ,^ 
Vab = 2 eabc< 2r^^ " ~ ^''^^^ ~ 'dr'^'''^' r — | * ^ ^ ^ 
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Nous allons nous concentrer maintenant au calcul des dephasages associes a 1' operateur f2 
et a leur regularisation. 



2. Calcul des dephasages. 

Traitement des divergences ultraviolettes 

Les proprietes de transformation par des rotations d' espace de la solution classique 
permettent d' ecrire les fonctions propres de 1' operateur perturbe Q comme une somme sur 
les ondes partielles j: 

oo 

« = J2^Uj{r)Yjj-i + Vj{r)Yjj + Wj{r)Yjj+i) (2.1) 
i=o 

— * 

Les fonctions Y sont les harmoniques spheriques vectorielles. L' equation airx valeurs pro- 
pres Q a = E^d se decompose, pour chaque valeur de j, en trois equations radiales sur les 
composantes uj , Vj , wj : 

^2 + rn2 2sin^F, ^, ,. ^,sin2F ^dF . . 



^ , , . ^,sin2F dF . , 

+ Sji-ij + ^)—^w,-2—w,] 



(2.2) 



avecC, = V(J + 1)/(2J + 1), Sj = y/j/{2j + 1). 

Le comportement asymptotique de la solution {uj,Vj,Wj) de ces equations aux valeurs 
propres donne le dephasage du au potentiel V dans 1' equation de Schrodinger. En efFectuant 
la somme des trois dephasages associes aux trois equations (2.2) on obtient le dephasage 
total Sj{E) pour 1' onde partielle j, avec le facteur de degenerescence {2j + 1). 
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Nous avons montre dans la ref. [47] que les fonctions 5j pour j = 1, 2, 3... se comportent a 
haute energie comme 1/E ce qui veut dire que meme avant de sommer sur toutes les ondes 
partielles, 1' integrale en (1.11) diverge logarithmiquement a grand E. L' introduction d' 
un schema de regularisation de fagon a ce que 1' integrale (1.11) soit definie s' impose. EUe 
s' impose d' autant plus que la sommation sur les ondes partielles donne naissance a une 
divergence encore plus violente de sorte que le comportement a grand moment p de la phase 
totale est: 

CO 

5{p) = J](2j + l)5j{p) aip + — + ... (2.3) 

Les coefficients ai,a2 peuvent etre relies au developpement du noyau de la chaleur de 1' 
operateur fl [48]. Notre methode de regularisation consiste a calculer non pas la somme 
diver gente ^^(<^n)^5 mais plutot la somme ^^(<^n)^ * ou s est une variable complexe. 

n n 

Cette fonction est bien definie sur le plan complexe. En termes de dephasages 

llV(fl^- - Trn'D = ^fdp ip' + M^)i- ^ (2.4) 

ou r on a introduit une masse M comme regulateur infrarouge. L' energie de Casimir est 
egale a cette expression a la limite oii s ^ 0. Pour extraire la partie finie de cette energie, il 
sera pratique d' utiliser une methode susceptible de regulariser aussi les fonctions de Green 

a une boucle qui sont a 1' origine du comportement (2.3). Ces fonctions sont engendrees 

1 d(^o 

par r action effective (1.7) qui est egale a ; — (s = 0). Dans cette expression (o est la 

2 as 

fonction zeta [49] associee a 1' operateur O = —Oq + M^: 

2s roo 

Co{s) = f^Tr dTT^-' exp (-rO) (2.5) 
oil on a introduit une echelle /i. En fonction des dephasages la fonction C s' ecrit: 
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L' astuce consiste maintenant a soustraire et rajouter le comportement asymptotique (2.3) 
dans r expression des dephasages, tout en introduisant un regulateur infrarouge M^: 

S{p) = {S{p)-aip ^^L==) + aip+ 



En remplacant cette forme dans 1' expression de la fonction V energie de Casimir s' ecrit 
comme la somme d' une integrale finie sur les phases et d' un terme dependant de 1' echelle 
fi. Cette dependance est explicitement calculee en utilisant des fonctions beta [45]. Nous 
obtenons 1' expression: 

+ \a,M'{l + log ^) - la2 (2 + log ^) - M5(0) } 

(2.7) 

Cette derniere integrale sur les dephasages est finie. La divergence est implicitement con- 

tenue dans la dependance en /j, de 1' expression (2.7). On utilise ensuite 1' identite [45] 

/ dpiip^ + M^)~^/^ — (p^ + |U^)~^/^} = - log Nous integrons par parties la somme 
Jo 2 M 

sur les dephasages, pour finalement prendre la limite M — > et arriver a 1' expression simple 
et finie de A^i(//): 



= -TT- / dp {5{p) - aip - , / ) 

Jo ^p^ + fj,^ 



(2.8) 



A cette expression il faut ajouter maintenant les contretermcs. Leur role est prcciscmcnt 
de faire disparaitre la dependance par rapport a 1' echelle de 1' energie de Casimir. Les 
contretermes d' ordre chiral quatre regularisant les diagrammes a une boucle engendres 
par 1' operateur O, ont ete determines dans la ref. [43]. On ajoute leur contribution a 1' 
expression de la correction quantique a la masse du soliton. II vient, 

Mi=A1iM-{3^(fi-l + log^)-j|} j d'xl(L,.L,f 
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(2.9) 



avec Lf^ = {l/2i)Ti{TU^dfj,Uo), Uq etant la solution classique dans le secteur a charge bary- 
onique unite. Les parametres /i,/2 contiennent la partie finie et physiquement observable 
des contretermes d' ordre chiral quatre. Leurs valeurs numeriques ont ete determinees dans 
laref. [50]: 

h = -0.97 ± 1.22, I2 = 5.77 ± 0.72 

C est r expression (2.9) que nous avons utilise pour les resultats numeriques. II faut 
preciser ici que cette expression de Ali n' est pas totalement independante de 1' echelle ji 
parce que nous avons tronque 1' operateur V de fagon a ne garder que la contribution de 
la fluctuation autour de £2- En effet, on pent montrer que le coeflicient asymptotique 02 
associe au potentiel V tronque, est egal a un facteur multiplicatif pres a: 

a2 = T j d^x\^-{L^l^f+'^-{L^.Uf-{d^L^f^ (2.10) 

La dependance en /x des deux premiers termes va etre absorbee par les contretermes d' ordre 
quatre de 1' equation (2.9). Par contre, pour faire disparaitre la dependance en jj, provenant 
du terme en (5^L^)^ il faudrait inclure des contretermes d' ordre superieur a quatre. II est 
clair qu' en raison de 1' equation du mouvement classique du modele de Skyrme: 

d^Ll = j^d, Hiia.) - LtiL,!.)] , (2.11) 

la quantite (9^Lp)^ est d' ordre chiral huit. L' energie de Casimir sera completement 
independante de 1' echelle si on y ajoute les contretermes correspondants . Nous n' 
allons pas effectuer cette derniere soustraction ici, la partie finie (et done physique) de ces 
contretermes n' etant pas connue a 1' heure actuelle. Nous justifierons par la suite cette 
approximation. 

En 1' absence du terme de Skyrme (sa contribution a 1' equation du mouvement figure dans 
le membre de droite de 1' equation (2.11)), la quantite d^L^ est identiquement nuUe, et 1' 
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energie de Casimir peut-etre rendue completement independante de 1' echelle. Mais dans 
ce cas il n' y a pas de solution classique de type soliton. 

Nous allons maintenant presenter les resultats pour la premiere correction a la masse 
du soliton. Nous calculerons Aii dans deux cas: celui du modele de Skyrme et celui oil 1' 
on ajoute a ce dernier un terme d' ordre six. 

3. Resultats 

Les phases de 1' operateur Q ont ete calculees dans la ref. [47] . EUes ont ete calculees 
pour les solutions classiques 

I) du modele de Skyrme: Csk = ^-fTr{d^Ud^U^) + :^Tr{[d^UU^ , d,,UU^]^) 

II) du modele oil 1' on inclut le terme d' ordre six deja rencontre lors du chapitre precedent: 
£2+4+6 = J^SK - A[^Tr(a^C/C/ta«C/C/ta%C/t)]' 

Nous avons trouve que les ondes partielles (a 1' exception de 1' onde j = 1) ont un 
dephasage nul a p = 0, et que pour j grand les phases s' "aplatissent" a petit p. Le fait le 
plus important pour 1' energie de Casimir est que le dephasage pour 1' onde j = 1 soit egal a 
27r pour p = 0. Ce comportement n' est pas du a la presence de vrais etats lies de 1' operateur 
Q, mais a la presence de deux "modes zero" i.e. deux fonctions propres a energie nuUe. Leur 
existence traduit 1' invariance de 1' energie A^o[t^o] par des transformations continues de la 
solution classique Uq. II existent quatre telles operations continues et deux d' entre elles 
donnent naissance a des modes propres normalisables. Chacun contribue d' un facteur tt au 
dephasage a 1' origine de sorte que 1' on ait: 5j=i(p = 0) 27r. Ce resultat est fortuit car 
a priori 1' operateur tronque Vab n' a pas les memes modes zero que 1' operateur complet. 
Cette circonstance justifie partiellement notre approximation de negliger les contributions 
a 1' operateur de fluctuation V, provenant du terme de Skyrme. 

En effectuant la somme sur j des dephasages 6j (equation (1.12)), nous obtenons la fonction 
de phase totale S(p). Nous avons verifie que pour des valeurs de p grandes (en pratique p > 
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le comportement de la solution numerique S{p) est conforme aiix predictions analytiques 
(equation (2.3)). L' integrand de 1' equation (2.8) est montre sur la figure (2.1). 
Observons que les courbes partent d' une valeur proche de Qn et qu' elles deviennent pra- 
tiquement nuUes vers p 0.5 — 0.7 GeV. Ceci veut dire que ce sont les fluctuations a basse 
energie qui dominent 1' energie de Casimir. Ce resultat est tres important car il justifie en 
quelque sorte la validite d' un Lagrangien effectif tronque a un ordre chiral donne. II est 
clair que 1' energie de Casimir du soliton est controlee par les proprietes d' invariance de la 
solution classique et par son extension spatiale. 

Est-ce que les dephasages vont changer si 1' on inclut dans 1' operateur Vat les fluc- 
tuations provenant dii tcrme de Skyrme et du terme d' ordre six qui ont ete negligees dans 
notre travail? La reponse est qu' ils vont differer sensiblement mais seulement a haute 
energie. Les phases de 1' operateur complet du modele de Skyrme ont ete calculees il y a 
assez longtemps par les auteurs de la ref. [51]. A premiere vue ces phases ne ressemblent 
en rien aiix notres. En particulier, elles divergent lineairement en p. Ceci veut dire que la 
phase totale de 1' operateur complet possede une divergence cubique: S{p) ~ aop^ + mais 
d' apres ce que nous venons de voir, elle n' intervient pas dans 1' energie de Casimir, car 
elle est essentiellement soustraite de 1' expression a integrer (2.8). C est le comportement 
a basse energie qui domine A4i et on s' apergoit que dans la region des petits p les phases 
trouvees dans [51] sont qualitativement proches des notres. On espere aussi que la valeur 
a 1' origine de la phase totale 6{0) = 67r — ^ ne va pas etre tres modifiee pour le cas de 1' 
operateur complet Vab- Les resultats de la ref. [52] indiquent que dans ce cas le coeflicient 
a2 pour le modele de Skyrme ne serait pas tres different du notre, de sorte que la relation 
5{0) « Qtt ait un caractere general. 

Pour le modele de Skyrme nous avons trouve pour la premiere correction quantique 



a la masse du soliton: {M.i)sk 



1.169+ (-0.070) GeV 
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Entre parentheses figure la contribution du contreterme. Comme nous 1' avions annonce, c' 
est 1' integrale sur les dephasages qui domine le resultat, la contribution du contreterme est 
de ~ 6 %. On s' attend a ce que les contretermes (inconnus) d' ordre superieur a quatre 
soient encore plus petits. Meme si le resultat (3.1) n' est pas completement independant de 
1' echelle fx choisie, nous pensons qu' il constitue une bonne approximation de 1' energie de 
Casimir du soliton pour des echelles typiques des masses des hadrons. Nous avons etudie 
la variation du resultat en fonction de 1' echelle, et nous avons trouve que si au lieu de 
jj, = rup on prend jj. = 2m p par exemple, M.i change a peu pres de 10 % ce qui semble 
raisonnablement petit. 

Pour ce qui est de la valeur de M.i remarquons d' abord que son signe est negatif. 
Ce signe est en accord avec les refs. [53-54]. Par contre la valeur de A^i est quatre a cinq 
fois plus grande que celle trouvee dans ces travaux. La raison physique de ce desaccord est 
tres simple; les calculs [53-54] sont bases sur une approximation de Born des dephasages 
ignorant 1' existence d' etats propres non-perturbatifs comme les modes zero. Or ces etats, 
nous 1' avons vu, dominent 1' energie de Casimir par leur contribution au dephasage 5i, et 
ne peuvent etre negliges. De fa^on tres generale et a cause du theoreme de Levinson, ces 
modes zero "forcent" la fonction 5{p) d' etre egale a 67r a 1' origine p = 0. Remarquons 
ici que la premiere correction quantique a la masse des solitons dans les theories en 1 -|- 1 
dimensions est donnee par une simple somme sur les etats lies de V operateur de fluctuation 



Le resultat (3.1) nous amene a emettre des doutes sur la validite de 1' approximation 
semi-classique pour le calcul de la masse du nucleon dans le modele de Skyrme. Le rapport 
de la premiere correction quantique sur la masse classique (qui est egale a 1.23 GeV) est: 



[55]. 
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Cette valeur nous fait penser que 1' approximation semi-classique ne constitue pas un tres 
bon cadre pour traiter le soliton du modele de Skyrme car ce dernier est sujet a des effets 
quantiques tres importants. Ces derniers ne peuvent pas vraiment etre interpretes comme 
des "corrections" devant la masse classique. Le "skyrmion" est done un soliton a couplage 
fort, ce qui n' est pas adapte a 1' approche des Lagrangiens effectifs ou 1' on cherche a 
construire une approximation a couplage faible. 

Nos espoirs pour la description semi-classique du nucleon ne sont pas vains moyen- 
nant quelques considerations phenomenologiques du meme type que celles qui conduisent 
a generaliser le modele de Skyrme en incluant les mesons de basse energie. Pour etudier 
leurs effets, prenons pour simplifier le Lagrangien local £2+4+6 qui correspond a la limite 
des grandes masses du modele unifie propose lors du chapitre I. 

Calculant 1' energie de Casimir avec la solution classique de ce nouveau Lagrangien (les 
phases sont tracees sur la figure (2.1)) nous trouvons qu' elle diminue notablement: (A^i)2+4+6 
-0.795 + (-0.035) GeV (3.2) 
La contribution du contreterme est aussi diminuee par rapport au modele de Skyrme. La 
masse classique, NcM.q est plus grande (1.59 GeV) dans ce modele et le rapport de la 
premiere correction quantique sur le terme dominant de la masse du nucleon est: 



La diminution de 1' energie de Casimir du soliton dans le modele £2+4+6 peut etre expliquee 
physiquement par une augmentation de la taille du soliton dans ce dernier par rapport au 
soliton du modele de Skyrme. On pourrait a la limite "deviner" ce resultat simplement en 
observant la courbe des phases (figure (2.1)). Sur cette courbe il est clair que 1' inclusion du 
terme d' ordre six a comme effet de reduire la region pour laquelle la phase est importante, 
et par consequent 1' eff'et Casimir sur la masse du soliton. Cet effet a ete aussi observe dans 

58 



[56] dans une etude des efFets quantiques vibrationnels a la masse. Le fait que les efFets 
quantiques soient plus petits pour un objet ayant une extension spatiale plus importante n' 
est qu' une simple manifestation du principe d' incertitude de Heisenberg. 
On trouve done que contrairement au modele de Skyrme, une simple generalisation a un 
Lagrangien effectif qui contient les effets des interactions du pion avee un meson u infiniment 
massif (ou tout simplement 1' inclusion d' un terme d' ordre superieur dans le developpement 
chiral) conduit a un secteur baryonique consistent avec le developpement semi-classique. 
Le profil classique dans ce dernier modele conduit a une hierarchic bien definie parmi les 
differentes contributions a la masse du nucleon: 



Le profil de la solution classique decroit plus vite en presence du terme d' ordre six, de sorte 
que 1' on ait: 



ce qui justifie encore plus notre approximation qui consiste a negliger les contretermes d' 
ordre six, huit etc. dans le developpement chiral. 

Une derniere remarque concernant la constante de couplage axiale du nucleon qa- La valeur 
de cette derniere est grande au niveau classique pour le modele £2+4+6 {dA = 1.37). Meme 
si nous n' avons pas calcule les contributions des boucles de pions a cette observable on 
pent penser, a cause des resultats qualitatifs de la ref. [53] , que ces corrections vont dans la 
bonne direction. II faut preciser ici qu' un calcul complet de ces corrections quantiques a qa 
va probablement se compliquer par 1' introduction des coordonnees collectives du nucleon. 



NcMo > Ml > —M2 



(3.3) 




(3.4) 
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4. Conclusions 



Nous avons vu dans ce chapitre que le coefficient M.i constituant la premiere correc- 
tion quantique a la masse du soliton-nucleon depend fortement de la structure specifique 
du Lagrangien effectif. En particulier, nous avons montre la necessite d' inclure des termes 
d' ordre superieur a quatre dans le developpement chiral. II est maintenant clair que le 
developpement en h/Nc a des chances de fournir une bonne description du secteur bary- 
onique, seulemcnt quand le modele de Skyrme est generalise de facon a inclure certains 
des effets du meson u>. Ces conclusions restent valables quand on envisage d' effectuer les 
calculs de 1' energie de Casimir avec 1' operateur fl complet [57] . 

II est interessant de remarquer qu' on arrive qualitativement a la meme conclusion qu' au 
chapitre I, oii nous proposons un Lagrangien effectif pour la description unifiee des mesons 
et des baryons. Le fait que le developpement semi-classique des observables baryoniques 
(equation (I.l)) est meilleur dans le modele £2+4+6 est en accord avec 1' idee d' inclure dans 
le Lagrangien Effectif plus de degres de liberte que ceux qui sont presents dans le modele 
de Skyrme [58]. 

Le cadre theorique pour calculer systematiquement les corrections quantiques a la 
masse du nucleon dans le contexte de la theorie de perturbation chirale a ete recemment 
propose [59] . Connaissant le role important que jouent les mesons vecteurs p, co et scalaires 
dans la physique de la diffusion nn il serait tres interessant dans 1' avenir d' aller plus loin 
et de calculer 1' energie de Casimir dans un modele oii les mesons scalaires et vecteurs sont 
explicitement presents. L' issue d' un tel calcul sera de la plus haute importance pour le 
developpement semi-classique des observables baryoniques et de son utilite pratique. 
Un aspect qui ne doit pas etre neglige dans les futures etudes des fluctuations quantiques au- 
tour des solutions classiques des Lagrangiens effectifs est la determination des contretermes 
d' ordre superieur. Meme si comme on a vu leur partie finie ne doit pas affecter beaucoup 
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la magnitude de la masse du nucleon, ils sont necessaires pour eliminer la dependance par 
rapport a 1' echelle jji des observables physiques. 

Pour ce qui est des ordres superieurs a quatre dans le developpement chiral, tres peu d' 
auteurs ont entrepris une etude systematique pour justifier le choix des termes a y inclure. 
Ces etudes sont compliquees par le manque d' informations experimentales sur les constantes 
qui figurent devant ces termes d' ordre superieur. On pent eventuellement envisagcr d' 
introduire des contraintes pour specifier la forme du Lagrangien effectif aux ordres chiraux 
eleves, comme il a ete suggere par quelques auteurs [60-61]. 

Terminons ce chapitre en faisant une derniere remarque sur les calculs de la resonance 
Roper du nucleon avec ces modeles de soliton topologique. D' apres nos resultats il ne 
semble pas etonnant que le calcul de cette observable dans le cadre du modele de Skyrme 
soit en desaccord avec la phenomenologie. Une premiere amelioration de la prediction pour 
la masse de cette resonance peut-etre envisagee apres 1' inclusion du terme d' ordre six. 



61 



Chapitre III 
Sur la stabilite des solitons topologiques 



Le nucleon etant une particule stable, cette stabilite doit etre retrouvee dans les 
modeles ou le nucleon est considere comme un soliton topologique. Dans ce contexte, il faut 
done s' assurer non seulemcnt de 1' existence de la solution de type soliton, mais aussi de 
la positivite du spectre des fluctuations autour de cette derniere. 

Cette question de la stabilite a ete d' abord posee par Skyrme dans son travail original. 
II a remarque que le modele cr non-lineaire ne possede pas de solution non-triviale stable 
par rapport aiix dilatations. Pour construire une solution de type soliton il a propose d' 
ajouter a ce modele un terme d' ordre quatre par rapport au gradient du champ unitaire 
U. Plus tard il a ete propose de stabiliser le modele a non-lineaire par des termes couplant 
le champ du pion au meson p, ce dernier etant considere comme un champ de jauge chirale. 
La solution classique du systeme np trouvee dans ce contexte [62] est instable comme il a 
ete montre plus tard [63]. Ce resultat merite inspection car a la limite oil le champ du p 
devient tres lourd, le systeme irp considere dans ces travairx, tend vers le modele de Skyrme 
qui bien sur possede des solutions stables. L' instabilite du soliton quand le pion se couple 
au champ du p est d' autant plus etonnante, si on se rappelle que le systeme ttuj [23], du 
point de vue de la stabilite, est parfaitement coherent [32] avec sa limite locale. 

1. Realisations non-lineaires de la symetrie chirale 

Dans ce chapitre nous allons etudier en detail le systeme irp dans le but d' eclaircir ce 
probleme d' instabilite, et de lever les ambiguites qui existent dans la litterature. L' accent 
sera mis sur les differentes manieres possibles d' introduire le meson p dans les Lagrangiens 
phenomenologiques, quand la symetrie chirale est realisee d' une fagon non-lineaire [64]. La 
realisation non-lineaire est definie en specifiant 1' action de 1' element G de SU{2) SU{2) 
sur les elements u{t:) de 1' espace quotient SU{2) ® SU{2)/ SU{2)v- 

u{n) gLu{n)h\n) = h{7T)u{7T)gl^ (LI) 
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tt(7r) etant la racine carree du champ chiral: u = U^''^ = 9l et gu sont des 

matrices dc SU{2)l et SU{2)ri respectivement. II est clair sur 1' equation (1.1) que cette 
loi de transformation pour u est non-lineaire car la matrice de rotation h doit dependre du 
champ du pion pour satisfaire a 1' egalite (1.1). Avec cette definition le champ chiral U se 
transforme lineairement: t/ — > gLUgl^. 

Deux representations differentes pour le champ du meson p vont etre considerees ici. 
L' une, conventionnelle [65], consiste a supposer que ce champ vecteur (!/„) se transforme 
comme un boson de jauge du groupe "cache" h{7r): 

^ h{7r)Vi,h\7T) + -h{'K)d^h{'K)^ (1.2) 

Dans la section 2 nous allons revoir ce qui a ete fait dans la litterature en ce qui concerne 1' 
instabilite du soliton dans cette approche. La section 3 sera consacree a 1' etude detaillee de 
la stabilite du soliton dans le cas d' une transformation homogene pour les champs vecteurs: 

V^^h{'K)V^h\'K) (1.3) 

2. Le soliton du systeme 7rp dans une formulation "Yang- Mills" 

II n' est pas difficile de montrer que le Lagrangien minimal respectant la symetrie chirale 
dans la representation definie par les lois (1.1) et (1.2), s' ecrit comme: 

C = -i^<y,^yn + \Mi'^<[y, - + ^-f-^^u^u,) (2.1) 

avec V^,^ = d^Vty - d„V^ - ig[V^, K], = \{v}d^,u + u^^,u^) et = i{v}d^,u - ud^u^). 

Le Lagrangien JC^^ contient outre les termes quadratiques, des termes cubiques et 
quartiques par rapport aux champs vecteurs. Le couplage np dans le secteur des mesons est 
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en accord avec la notion de dominance vectorielle [65], et de fagon generale ce Lagrangien 
decrit raisonnablement bien les interactions entre les mesons tt et p. 

Passons maintenant au secteur baryonique et remarquons qu' a la limite ou la masse du 
meson p devient grande, le terme de Yang-Mills [66] V^j^ donne naissance a un terme de 
Skyrme dans le developpement local. Par cette observation on pourrait penser que (2.1) 
possede des solutions classiques stables. II n' en est rien. Pour le voir il faut d' abord ecrire 
la masse du soliton en termes de profils spheriques en adoptant 1' ansatz du herisson pour le 
champ chiral et la configuration la plus generale pour les composantes spatiales du champ 
classique: 

Vi = vi{Ti - {f.r)ri) + V2{T.f)fi -\-vz{t X r)i (2.2) 

Alors la masse statique du soliton, exprimee en termes des profils radiaux F{r),Vi{r) {i = 
1, 2, 3) se met sous la forme 

M =47r r drr^^[F' + 2^] + [2vf + + 2(^3 + ;^(1 - cosF))^] 

Jo ^ r ^ Zgr ^2.3) 

+ 4(^ + g{dl + vl)f + 2{i,3 + ^+ 2gviV2f + 2(^i + "^^^^ - 2gv2V3f} 

^ 

II existe des configurations speciales pour lesquelles M possede des solutions classiques. Par 
exemple, les auteurs de la ref. [62] ont montre qu' il existe une solution non-triviale des 
equations du mouvement F{r),V'},{r),v\ =•['2 = (avec •Ds = — pour retrouver leurs 
notations). Cependant, il a ete ulterieurement montre par les auteurs de la ref. [63], que 
cette solution n' est pas stable car elle pent etre rendue triviale (F = {73 = 0) par une 
deformation continue des composantes vx^v^,- Cette deformation est possible a effectuer 
dans r approche de Yang-Mills, car les composantes Vx^v^ se couplent a v->,. Comme on 
pent voir sur 1' equation (2.3) ces couplages destabilisants ont lieu dans les termes cubiques 
et quartiques de la densite d' energie de Yang-Mills. Ces instabilites se manifestent aussi 
dans le cas le plus general qui consiste a extremiser la fonctionnelle (2.3) non seulement 
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par rapport aiix fluctuations de F,V3 mais aussi par rapport a ceUes de vi,V2. Ceci a ete 
etudie dans [67] ou il est trouve que la seule solution est celle qui correspond au vide trivial 
F = 'Uj = (i = 1, 2, 3), donnant ainsi M — 0. II n' existe pas de solution stable dans le 
secteur non-trivial du Lagrangien (2.3). 

Une autre propriete des solitons du Lagrangien (2.3) doit retenir notre attention ici. 
Supposons que 1' on ajoute a C^^^ des termes stabilisateurs d' ordre quatre en derivees 
du champ U. Dans ce cas, il existe des solutions classiques non-triviales pour les fonctions 
F, vi, V2,V3 [67], mais un nouveau probleme apparait: 1' existence de deux solitons degeneres 
dans le spectre classique. Ceci est du a 1' invariance de la masse classique du soliton par 
rapport a la transformation discrete des fonctions de profils : 

vi — > —Vi 

V2 -V2 (2.4) 

Lcs solutions (F, -Di, 'D2, "Ds) et {F, —vi, —V2,vs) forment un doublet de solitons. Unc fois 
quantifie, ce doublet de solitons donnera naissance a deux etats baryoniques quasi-degeneres. 
Ceci n' est evidemment pas observe dans la Nature. 

Quelques mots sur ce doublet de baryons. Les auteurs de [67] 1' ont interprete comme 
un "doublet de parite". Pour notre part, nous nous gardens de 1' appeller ainsi, car la 
transformation (2.4) n' a rien d' une operation de parite telle qu' elle est definie en theorie 
des perturbations [68] . Pour le voir il suffit d' ecrire le champ du vecteur de fagon a expliciter 
les indices de spin et d' isospin dans la configuration (2.2): Vi = TkVki 

Vki = vi{Ski - rkTi) + V2rkri - v^ekimrm (2-5) 

Alors la transformation (2.4) pour les composantes du champ du p, s' exprime de la fagon 
compacte: 

Vki -^-Vik (2.6) 
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Cette transformation n' a rien d' habituel, car il s' agit d' inverser le signe du champ et 
echanger les indices de spin et d' isospin. Cette symetrie ne pent exister que dans le secteur 
topologique du Lagrangien (2.1), ou precisement les indices de spin et d' isospin des champs 
sont confondus a ceux de 1' espace de configuration pour un herisson. C est la raison 
pour laquelle nous pensons qu' il ne faut pas interpreter cette transformation comme une 
transformation de parite. 

Pour resumer done, quand le meson p est suppose se transformer comme un boson de 
jauge du groupe cache h (equation (1.2)), le systeme 7rp ne possede pas de solution classique 
stable en 1' absence de termes d' ordre superieur. En presence de termes stabilisateurs, il 
apparait un doublet non-physique d' etats baryoniques. 

3. Transformation homogene des champs vecteurs 

Comme nous pensons qu' il n' y a aucune raison viable de considerer que le meson p est un 
boson de jauge nous postulons une loi de transformation homogene dans ce qui suit: 

V^^h{TT)V^h\TT) (3.1) 



h etant la matrice definie par 1' equation (1.1). Puisque h est locale, les gradients doivent 
etre generalises pour se transformer eux aussi comme les champs V^. Pour cela il faut y 
ajouter un terme contenant la quantite definie dans la section precedente: 

Le Lagrangien du systeme Trp, a 1' ordre le plus bas par rapport aux champs vecteurs, et 
invariant par les transformations (1.1) et (3.1), est donne par: 

= -\T^{{V,.+i^K,u.]A + ^Tr{V,Vn + ^T^iuW) (3-2) 
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= V^V^ — Vj/V^, gv est la constante de couplage du pion au meson p. Comme il 
est montre dans 1' Appendice A, le Lagrangien (3.2) est le plus simple conduisant a un 
Hamiltonien qui soit borne inferieurement. Ce Lagrangien est quadratique par rapport aux 
champs vecteurs. 

Nous allons etudier la stabilite du secteur topologique dans le systeme 7rp, mais nous voulons 
aussi etablir une analogic entre le mecanisme de stabilisation dans le systeme 7rp et celui du 
systeme nu). En fait, on pent montrer que dans ce dernier modele, la stabilite est due a une 
contrainte secondaire a laquelle le champ du u> obeit. Pour mieux illustrer le role joue par 
les contraintes dans le mecanisme de stabilisation du soliton pour le systeme 7rp, nous avons 
deliberement choisi de ne pas considerer dans ce qui va suivre la theorie (3.2), dans laquelles 
les champs contraints Vq ne peuvent pas se coupler au courants statiques du pion. Nous 
allons plutot etudier une theorie avec des contraintes, equivalente a (3.2), 1' equivalence 
etant comprise au sens des transformations canoniques et sera montree dans 1' Appendice 
A. Dans cette theorie le champ du p est defini en termes de champs tenseurs antisymetriques 
Wfj^iy se transformant comme W^j^ h{7r)Wf^,yh^ (tt) par une rotation chirale, et la densite 
Lagrangienne est donnee par [43]: 

1 

C^p = - -Tr(V^W^^.V,W^"'^) + -^TriW^^W^'') 

avec W^i, = TkW^j^ k etant un indice d' isospin. La contribution de 1' echange d' un p 
a la diffusion tttt avec les couplages du Lagrangien (3.3) a ete systematiquement etudiee 
dans [69] et [70] pour le cas de trois saveurs. II a ete trouve par les auteurs de [70] que 
cette contribution est identique a celle due au Lagrangien (2.1). L' equivalence des deux 
approches dans les ordres dominants de la diffusion tttt est mieux pergue a la limite des 
grandes masses pour le meson p. En effet, 1' equation du mouvement du champ W^j^, a 
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G 

cette limite, nous dit que W^i/ — -j=^ — [u^^Uy]. En remplagant cette derniere expression 
de Wfj,i, dans (3.3), on obtient: 

C^p{Mp, ^ oo) ^ &T,{d^Ud''U^) + ^T,{\d^UU\d.UU^f) (3.4) 

en utilisant la relation = iv) {dfJJU^)u. Comme nous 1' avons mentionne dans la section 
precedente, la limite locale du Lagrangien est aussi donnee par 1' equation (3.4). La 

contribution du prochain terme (d' ordre six) du developpement en puissances du champ 
du pion, a la composante temporelle du tenseur impulsion-energie, est negative, comme on 
pent le voir sur son expression: 

46) ^T,{V^[u^,Uy]VM,u'']) (3.5) 

En vertu de cette relation nous pouvons anticiper que 1' energie de la solution classique de 
r equation (3.3), si cette solution existe, sera inferieure a celle du Skyrmion de 1' equation 
(3.4). 

Representer des champs vecteurs par des tenseurs antisymetriques suppose que 1' on con- 
traint les degres de liberte redondants. II est done naturel de se consacrer en premier a 
la construction du Hamiltonien associe au Lagrangien (3.3), afin d' eliminer les champs 
obeissant a des contraintes. 

a. Le Hamiltonien 

II n' est pas difficile de voir que les composantes spatiales du tenseur W^j^y ne sont pas 
des degres de liberte physiques par construction. En effet, les moments canoniquement 
conjugues du champ W^,^ que 1' on appelera tt^j^ sont donnes par: 
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T] etant la metrique de 1' espace-temps. II est immediat de deduire que TTy = 0, et par 
consequent les champs Wij ne se propagent pas. Contrairement au cas des theories de 
Yang-Mills massives ou les champs contraints Vq se couplent a des derivees temporelles 
disparaissant a la limite statique, ici les champs contraints Wij se couplent au courants 
statiques du pion. Pour trouver la contrainte a laquelle les Wij obeissent il faut calculer 
le Hamiltonien primaire. La terminologie "primaire" utilisee dans le formalisme de Dirac- 
Bergmann [71], sous-entend que cet Hamiltonien contient tous les champs, meme ceux qui 
sont contraints. II sera utile de parametriser de la fagon suivante le champ chiral: 

U = exp (irFF) (3.7) 



Avec cette definition le Lagrangien du modele a non-lineaire s' ecrit sous la forme compacte: 



. J 7r 

2 



CaNL =^ d^F g d^F 



(3-8) 



- - sin F - - 

Sab =FaFb H -p^{5ab — FaFf,) 

L' isotenseur Q est en fait la "metrique" du groupe SU{2) et son spectre est positif. Avec 
ces notations, et les gradients du pion sont donnes par: 

_^ sin^(F/2) ^ 

^ (3.9) 
- - sin F " " 

On a egalement besoin de 1' expression du moment conjuge du champ F. II est de la 
forme: 

" ^% = & 9oF + ^Af^Woi - MItto^ (3.10) 



d[doF] V2' 
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avec la definition suivante des operateurs d' isospin Mi ei M.Qi : 

sin F sin F ^ ^ ^ ^ sin F 

{J^i)ab =epqadiFr^r- [(1 p-){FpFb6qr + FgFrSpb) H —SgrSpb] 

2sm^(F/2) - ^^""^^^ 

{Moi)ab = [SabiF.Woi) - Fa{Woi)b] 

On elimine les derivees temporelles des champs, en inversant les equations (3.6) et (3.10), 
ce qui permet d' ecrire le Hamiltonien de la theorie en termes de variables canoniquement 

conjugees: Hp = / d^x{nfi,jydoW^'^ + (pdoF — C-j^p). Negligeant les termes de surface, on 



obtient apres integration par parties 1' expression: 

?2 



+ ^ld,Fgd,F + Al^ + M^^WS, 
M"^ id 



avec les notations: 

1 

{ui,Uj\u =-Tr(Tfe[wi,Wj]) 



(3.12) 



(3.13) 



Definissons maintenant les crochets de Poisson fondamentaux, liant les champs canonique- 
ment conjugues: 

WlA^)ypAv) \ = l^'^^iv^.pV^a - r]^,^r]^p)5^{x-y) (3.14) 

J [a;o=2/o] 

ou r on a antisymetrise les indices de spin dans 1' expression habituelle, k et I sont des 
indices d' isospin. Remarquons que cette equation est incompatible avec la relation 7?^ = 0. 
Pour s' en sortir il suffit de traiter les variables TTy de fagon un peu particuliere. Imposons 
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la conservation dans le temps de la contrainte primaire. Les variations des champs etant 
egales a leur crochets de Poisson avec le Hamiltonien, cette conservation est assuree par: 



{7Tij{x),Hp} =0 (3.15) 

En reportant 1' expression de Hp (eq. (3.12)) dans ce crochet, et en utilisant les crochets 
fondamentaux definis plus haut, on arrive a 1' equation de la contrainte secondaire apres 
quclqucs integrations par parties. Cette derniere peut-etre ecrite sous forme matricielle: 

Wij =^^| - iV2Gp[ui,Uj] + ViTToj - VjTToij (3.16) 
Cette formule est 1' equivalente de la loi de Gauss [72] . 

L' equation (3.16) est formellement analogue a celle obtenue par les auteurs de [32], pour 
le systeme ttuj: 

i^o = -\{-PojBq + diVLi) 

concernant la composante temporelle du champ du meson uj dans le modele de la ref . [23] . 
Q.i sont les moments conjuges des champs U3i et Bq est la densite de charge baryonique. 

Nous sommes maintenant en position d' ecrire le Hamiltonien physique (secondaire), 
en remplacant Wij (equation (3.16)) dans Hp. Nous obtenons: 



+ g diF + Al, + m2#2. 

1 rl,_ _ , iGp -|2l 



(3.17) 
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En principe, il faut ajouter a cet Hamiltonien des multiplicateurs de Lagrange, pour s' 
assurer que les contraintes primaire et secondaire soient prises en compte dans la dynamique. 
Ici nous simplifions le problcmc, cn posant ces multiplicateurs identiquement egaiix a zero, 
mais ceci n' alterera pas la generalite de nos conclusions. 

Avant de passer a la construction des solutions statiques remarquons qu' en vertu de 
1' equation de la contrainte secondaire, toute tentative d' annuler le champ du p par une 
deformation continue va se heurter a la repulsion due au terme de Skyrme qui est explicite- 
ment present dans le Hamiltonien secondaire. Ceci nous rappelle fortement le mecanisme 
de stabilisation du soliton dans le cas du systeme ttuj [23], oil la repulsion stabilisatrice 
provient d' un terme d' ordre six dans Ic dcveloppement chiral. 

Nous allons maintenant chercher les solutions classiques de 1' equation (3.17) dans le 
secteur de charge baryonique unite. 



Considerons 1' ansatz du herisson, deja rencontre au cours des chapitres precedents: 



La forme (3.18) pour les champs vecteurs Woi et TToi est la configuration la plus generale, 
compatible avec la symetrie spherique. Les profils F, 0, wi, ^2, ws, tti, 7r2, tts sont des fonc- 
tions de la variable radiale r (et du temps eventuellement, mais de toute fagon cette 
dependance n' est qu' implicite dans le formalisme Hamiltonien). Une fois les configu- 
rations (3.18) reportees dans le Hamiltonien (3.17), il est naturel de separer ce dernier en 
deux parties, car les champs se decouplent exactement: 



b. Solutions classiques 



F = fF, Woi = [wi{Ti - {f.f)fi) + W2{f.r)fi -W3{tx f)i] 

$ = r — 4>, TToi = — [7ri(Ti - {T.r)fi) + TT2{T.r)fi - 7r3(f X f)i] 



(3.18) 




oo 



dr [Hq{F, 4),wi,W2,W3,7ri,7r2) + H-j^piF, tts)] 



(3.19) 



73 



Le premier terme, Tig, est positif et quadratique dans les champs 0, tui, t(;2, 1^3, tti, 7r2: 

1 TT^ TT^ 

=o(<^ + '^gpW^smF)^ + T" + ^ + ('^^^ + - 2 cos Fwif 

^ 1 (3-20) 

+ (M,r)2(«;2 + 2«;2 + 2wl) + ^(tti - cosF^)^ 

Qp est la constante de couplage sans dimension, gp = 2v^Gp//^. 

Get Hamiltonien est nul a la limite statique. Pour le prouver, considerons 1' ensemble d' 

equations 5\_ I drHq^ = pour des champs statiques. Tout d' abord, celles concernant 
Jo 

les champs et W3 donnent identiquement (f) = = 0. Pour les autres champs il suffit de 
remplacer les variables wi,W2, TVi,n2 par les variables pi et p2'- 

cos F pi 

(3.21) 

P2 2 cos F 

Les equations de Hamilton se reduisent a: 

Pi=iM'p + ^^^)Pi i = l,2 (3.22) 

En multipliant cette equation par pi et en integrant par parties le membre de gauche on 
arrive a 1' expression: 

r dr \p^ + pI{MI + ^^)] = (3.23) 
Jo f 

La seule solution est evidemment la solution trivialepj = Pi = 0, par consequent wi = W2 = 
TTi = 7r2 = ce qui complete la demonstration. Pour des solutions de type soliton, nous 
avons done montre que: 

(T^q) statique = (3.24) 
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II est clair que la degenerescence au niveau de la masse classique rencontree dans la section 
2, ne peux pas avoir lieu ici, les champs wi, tti, 7r2 sont nuls de fagon triviale. En plus, 
ils se decouplent de la composante non-nuUe a la limite statique 773. 

En ce qui concerne la deuxieme partie du Hamiltonien, nous trouvons 1' expression 
suivante pour Tiyrp: 

n., =\ [{rPf + 2sin^ F + .3^] + ^{(^pSinFF - ^3)^ + 2(^,^ - cosF^)^} 

(3.25) 

Cherchons maintenant des solutions ayant une charge topologique unite. Pour cela, il faut 
imposer des conditions aux limites -F(O) = tt et F(oo) = et resoudre les deux equations 
de Hamilton, qui vont rendre Tinp stationnaire par rapport aiix variations arbitraires des 
champs F and 773. Ces equations sont de la forme: 



p = sin 2F + gpTTa sin F + 2D ^^^^f (3.26a) 



C =2D^ - M>3 (3.266) 
r ^ 

avec C = Qp sin FF — tts , D = ^ — cos F— et p = r^F. Ces equations sont resolues 

2r r 

numeriquement (voir figure (3.1)). 

On verifie tres aisement que la forme asymptotique de la solution des equations (3.26a- 
b) est compatible avec les conditions aux limites imposees au champ chiral. La solution 
asymptotique de (3.26b) pour le champ tts est de la forme {Cte)e~^''^ . La valeur de Qp 
utilisee {gp = 2.1) reproduit la largeur de desintegration p ^ tttt au premier ordre des 
perturbations. 

II est interessant d' observer que notre solution classique pour les champs F, tts est qual- 

itativemcnt scmblable a celle obtenue par les auteurs de [62] pour les champs corrcspon- 
dants F, ^3. La masse classique de la solution presente a la figure (3.1) est de 1.14 GeV, 
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legerement inferieure a celle que 1' on trouve dans le modele de Skyrme correspondant 
(e = \/2Mp/ fj^Qp), comme nous 1' avions predit au debut de cette section. Cette "attrac- 
tion" provenant de 1' interaction du champ chiral avec le meson p est aussi a 1' origine de 
la compression legere que la solution subit par rapport au modele de Skyrme. En effet, si 
r on calcule le rayon isoscalaire du soliton 

< >7=o= - / r'^dr{-F sir?F) (3.27) 
Ti" Jo 

nous trouvons < >/=o~ ^-^^ contre 0.4 fm dans le modele de Skyrme. 

Nous avons aussi verifie qu' il existe une solution des equations (3.26a-b) pour toute valeur 

de la constante de couplage Qp. 

c. Stabilite 

On va s' interesser au signe de la seconde variation du Hamiltonien (3.19) par rapport 
airx petites fluctuations des champs autour de la solution classique. On considere des 
fluctuations monopolaires [73] , correspondant a un mode de vibration scalaire: 

F = Fo{r) + 6F{r, t), = Mr) + S(f>{r, t) 

(3.28) 

TTi ^ 7T^{r) + diTi{r,t), Wi ^ w^{r) + dwi{r,t) 1,2,3 

Considerons d' abord le terme Hq. En vertu des resultats analytiques vus plus haut, 
la partie statique des champs 7Ti,TV2,wi,W2,W3,(j) est nuUe. Alors, leur contribution a la 
variation du Hamiltonien se decouple des fluctuations de F, et on a la relation simple 

S(2)'Hq{F, 4), wi,W2, 103,7:1,7:2) = HQiFo, 6(f), Swi,Sw2, 6103,67:1,67:2) (3.29) 

Nous avons montre analytiquement que Hq ne pent avoir qu' une contribution positive a 
la fluctuation de la masse. II en resulte que les composantes 7:1,7:2, wi,W2 ne destabilisent 
pas le soliton. 
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Interessons nous maintenant au terme TYtt^, pour determiner si des fluctuations ar- 
bitraires des champs F et tts ne destabilisent pas la solution classique. D' abord, effec- 
tuons un test preliminaire pour determiner si cette solution est un minimum local par 
rapport a une classe de transformations d' echelle. Considerons a cette fin 1' integrate 
/ = Jq°° dr [Ht^p{F, tts)] . Cette integrale est egale a la masse du soliton a un facteur multi- 
plicatif pres, et elle pent s' exprimer comme une somme I = Ii + I2 + I3 + I4 + I5 avec 

1 

h = -^l drni 

1 f°° 

h = - dr[{rFf + 2sin^F] 
^ Jo 

1 /"°° , r/ . ^^n9 ^/ sin^F,^. 
^'^2M^Jo "^"-l-^apSmFFf + 2(9,—-)'] (3.30) 



'p JO 

-j^ /"oo ^ sin^ F 

h = dr[27rsig,smFF) + 4cosF^{g,——)] 

1 

h 



Effectuons maintenant la transformation suivante de la solution classique: 

Fair) ^ Fo(Ar) , 7r30(r) ^ ^TrUXr) (3.31) 

A et 7 etant deiix parametres arbitraires. Par cette transformation d' echelle globale, / 
devient: 

= ^(72/1 + /2) + A(/3 + + l^h) (3.32) 

Developpons cette expression autour de la solution classique (A = 1 + €^,7 = 1 + e^) avec 
eA,e-y << 1. Au premier ordre, la stationnarite de 1' Hamiltonien four nit des relations 
entre les differentes contributions a la masse. On trouve 

h + h =h + /4 + 

(3.33) 

2(/i+/5)=-/4 
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relations que 1' on verifie avec la solution de la section precedente. Par ailleurs ceci con- 
stitue un excellent test de la methode de resolution numerique. La variation quadratique 
maintenant peut se mettre sous la forme: 



Parmi les valeurs propres de la matrice de cette forme quadratique une est positive. La 
positivite de la deuxieme valeur propre est moins simple a etablir. On peut formuler la 
condition necessaire pour la stabilite de la solution classique, en d' autres termes le theoreme 
de Derrick generalise pour le systeme 7rp, par 1' inegalite: 



Nous n' avons malheureusement pas pu etablir analytiquement que la solution de la section 
precedente satisfait a cette inegalite. Malgre tout le membre de gauche de (3.35) peut se 
calculer numeriquement et en effet, nous avons trouve qu' il est positif pour toute solution 
classique (en fait pour toute valeur de la constante Qp). Le soliton est done un minimum 

local par rapport a la transformation (3.31). 

Le fait que la solution soit un minimum local pour des transformations d' echelle, ne 
constitue pas une condition suflBsante pour sa stabilite. Pour determiner une telle con- 
dition, il faut considerer des fluctuations plus generales, de la forme F = Fq + 5F{r, t) 
TTs = TT^ + Snsir.t). 

La variation de 1' Hamiltonien au second ordre par rapport a ces fluctuations est: 



oil V' est un vecteur a deux composantes V' = i^F Stts) et M. est un operateur hermitique, 
fonction de la variable r. Ses elements de matrice sont: 




(3.34) 



(/i + /2)(/i + /5)-4/i' > 



(3.35) 




(3.36) 
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2 

M^SF,sn = - iir' + ^ sin^ Fo)^ + 2cos2Fo 



[ sin 2FoFo + cos 2FoF^ ^ (3-4 sin^ Fq)] 



+ [dp cos Fo(7f«r2 + 7r3«(9 sin^ Fq - 2)) - 2(77°)^ cos 2Fo] 

1 (Pi 
M^SFMs) [9p sin Fo-j^ + ^ (-2 sin 2Fo7r^ + ^^(3 sin^ Fq - 2) sin Fq)] 

II est interessant de noter que sur les deux premieres lignes de cette equation, et parce que 
les termes en tt^ dans (3.37) aussi bien que le potentiel sont d' ordre ou plus, on 

retrouve 1' operateur de fluctuation du Skyrmion. Get operateur a un spectre positif comme 
il est montre dans la ref. [74] . 

Pour montrer finalement la stabilite il faut montrer que le spectre de M. se situe du 
cote des frequences positives. C est ce qui a ete fait dans [72] en utilisant deirx methodes 
diflFerentes. La premiere consiste a diagonaliser une approximation discretisee de Ai, dans 
laquelle nous n' avons trouve que des valeurs propres positives et la deuxieme consiste a 
resoudre les equations aux valeurs propres pour des energies negatives, pour laquelle nous 
avons trouve que le determinant de Jost [75] associe k A4 ne change pas de signe. 

En deflnitive, nous avons montre que le meson p pent stabiliser le soliton d' une 
maniere tres similaire a celle que 1' on rencontre quand on introduit le meson uj. 

4. Conclusions 

II a ete montre par les auteurs de la ref. [70] , qu' avec le Lagrangien donne par 1' equation 
(3.2) (ou (3.3)), les couplages effectifs induits dans le secteur des pions par 1' echange d' 
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un p sont equivalents aux couplages produits par des Lagrangiens du meme type que celui 
de r equation (2.1). Cependant, nous avons note une difference cruciale entre les secteurs 
baryoniques correspondants: 

Quand la transformation du champ du meson p par une rotation chirale "cachee", est 
supposee etre homogene, les solitons topologiques du systeme 7rp sont stables par rapport 
aux fluctuations des champs mesoniques, alors que dans les approches "non-minimales" , oii 
le meson p est couple au pion comme un boson de jauge de ce meme groupe cache, le soliton 
est instable. De plus, dans la premiere approche il n' y a pas de doublet de baryons. 

II est done clair que les ambiguites du systeme irp existant dans la litterature precedant 
la reference [72] sont dues au choix particulier de realisation de la symetrie chirale par les 
champs vecteurs dans ces travaux. 

II n' est pas difficile en fait de montrer [70] qu' il existe une transformation non-lineaire 
entre les champs et V^, par le biais de laquelle on pent trouver une relation entre les 
Lagrangiens (2.1) et (3.2): 



^l^{v,) =^v{v,) + ^^([^^.K]^) + 7=^^{(v+^^K.«^])[^^n} 

(4.1) 

Nous pensons que c' est justement le dernier terme (proportionnel a ^) dans le membre 
de droite de cette equation qui est responsable des instabilites dans le secteur baryonique 
du Lagrangien ■ 

D' un autre cote, et dans le secteur des mesons, ces termes cubiques et quartiques en champs 
vecteurs (equation (4.1)) contribuent a des processus mettant en jeu plusieurs mesons p 
(trois ou quatre), et du fait de la symetrie de jauge des relations ad-hoc existent entre ces 
processus. La question de savoir si ces couplages, et surtout si ces relations, sont realistes 
du point de vue experimental reste ouverte. 



80 



II faut noter ici que les lois (1.2) et (1.3) ont la bonne propriete de former un groupe, et 
il est probable qu' elles soient les seules a la posseder [76] . Par exemple, la transformation 
inhomogene — > /i(7r)V'^/i(7r)^ + aduh{T:)Vfj,d^ {ii) ne satisfait pas a 1' associativite. 
Finissons ce chapitre en disant qu' il sera interessant de clarifier la structure topologique 
de la solution classique quand le Lagrangien contient non seulement le champ U mais 
aussi des champs axiaux etc.. On sait que la structure topologique de la solution joue un 
role non-trivial dans la stabilite des solitons pour les theories en 1 + 1 dimensions [8], [9]. 
Mais la situation se complique beaucoup dans les theories a 3 + 1 dimensions [77] et plus 
particulierement pour les modeles oil le champ chiral se couple a des mesons. On pent se 
poser la question de savoir si les proprietes topologiques non-triviales des champs de jauge 
[78] sont vraiment a 1' origine de 1' instabilite des solitons des Lagrangiens tels que (2.1). 
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Appendice A. 



Dans cet appendice nous allons etudier une description des mesons vecteurs en termes 
de champs vecteurs V^, se transformant comme — > h{7T)Vf^h^ (n) par une rotation chirale 
non-lineaire. Notre but est d' abord de montrer que le Lagrangien invariant chiral, qui 
satisfait aux conditions suivantes: 

a) etre d' ordre le plus bas en champs vecteurs 

b) conduire a un Hamiltonien borne inferieurement 

est donne par le Lagrangien de 1' equation (3.2). L' equivalence formelle de la formulation 
en termes de vecteurs a celle en termes de tenseurs antisymetriques sera ensuite montree. 
Considerons d' abord un Lagrangien qui satisfait seulement a la condition a): 



avec V^i, = V ^V,^ — V„V^. Ce Lagrangien a ete etudie par les auteurs de la ref. [70] dans 
un autre contexte. II n' est pas difficile de s' apercevoir que la limite locale (meson p tres 
lourd) de ce Lagrangien, contient le terme a deux derivees, un terme a six derivees etc...:l' 
ordre quatre est absent de Cy. En fait, il a ete montre dans [70] qu' il est necessaire d' 
ajouter a C'y un terme local (en fait, le terme de Skyrme en SU{2)) pour que 1' amplitude 
de diffusion nn satisfasse a 1' unitarite. Nous verrons qu' en demandant au Hamiltonien de 
satisfaire a la condition b), on pent arriver a la meme conclusion que les auteurs de [70], a 
savoir qu' il faut ajouter un terme local d' ordre quatre a Cy. 

Nous allons considerer le Hamiltonien associe au Lagrangien (A.l). Pour ceci faire, il faut 
d' abord calculer les moments conjugues tt^ (la barre est pour eviter la confusion avec les 




{A.1) 
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— * — * 

TToi de la section 3) et de et F respectivement. Ceiix du champ vecteur sont donnes 
par: 

Tr^=- {2Vo^ + iV2gv[uo, u^]) {A.2) 

En vertu de la relation qui en resulte pour les composantes spatiales Tfj, le moment du 
champ chiral se met sous la forme: 

^.^t.,.5_l,i|^t,^^, (A3) 
Bi=\P^M, - 2M] 

avec les matrices Q,Mi definies par les equations (3.8,3.11). Pour avoir 1' expression de M.i 
il suffit de remplacer Wqi par Vi dans 1' expression de la matrice M.Qi definie par les memes 
equations. 

La contrainte primaire se lit sur 1' equation (A.2): ttq = 0. Ce qui veut dire que Vq n' 
est pas un degre de liberte de la theorie. Pour 1' eliminer, il faut i) inverser les equations 
(A.2) et (A. 3) pour obtenir le Hamiltonien primaire et ii) imposer la conservation dans le 
temps de la contrainte primaire en annulant son crochet de Poisson avec cet Hamiltonien. 
Ces operations conduisent a la relation secondaire, 

^0 = ^ V,7f, (^.4) 

En utilisant cette relation, on arrive au Hamiltonien exprime en termes de vrais degres de 
liberte F,(f),Vi,7fi : 

,2 



Hs = J d^xi^^ + ^[$-^iBi\ A-^ [^-B%] + ^diFg diF 

+ M^V,^ + ^ + ^(F,,).K«,u} 



4M2 



(^.5) 
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Observons maintenant la partie dependante de de cet Hamiltonien. La contribution de 
ces termes n' est pas manifestement positive, car il n' est pas exclu que la matrice A ait des 
valeurs propres negatives quand la constante de couplage gv est non-nuUe. Pour se rendre 
compte du probleme, plagons-nous dans la configuration du herisson pour le champ du pion 
F = F{r)r. II est alors immediat d' inverser cette matrice: 



J TT 



1 . . F^ 1 



Tah + . 2 i:r2 — rrr, — ■ — - ^ah) 



(1 - ^ (1 - + F^]) 



(A6) 



Calculous maintenant la contribution a Hq due aux termes dependant du moment du pion. 
Pour une configuration spherique du champ vecteur: 

7fi = ^ [7ri(Ti - {T.f)fi) + 7f2 (r.f)fi - 7f3(f X f)i] {A.7) 

nous arrivons, en vertu des equations (A. 5), (A. 6) et (A.7), a la forme suivante : 



1 (0 + 2v/2grv7f3sinF)^ 

2 l-Sg^sin^F/fy^ 



- n- --.2p/.2.2 + - (^-S) 



Get Hamiltonien a un pole, et n' est pas borne inferieurement si gv et F sont non-nuls. 
Ceci n' est evidemment pas acceptable. II est important de preciser ici, que meme si nous 
avons fait usage d' un ansatz particulier pour completer la demonstration, la conclusion 
sur la validite de la theorie (A.l) est generale. Notamment, nous n' avons pas verifie si 
cette configuration satisfait aux equations du mouvement pour des valeurs de la fonction 
F differentes de zero. Meme si ce n' est pas le cas au niveau classique, ces configurations 
non-perturbatives destabilisent la theorie quantique. 

Nous avions anticipe sur 1' origine de cette pathologie en observant que la matrice A est 
susceptible d' acquerir une contribution negative du couplage pion-p. La fagon la plus 
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simple de "regularise!" cette matrice, et par consequent le Hamiltonien, est d' ajouter un 
terme local a L'y compensant cette contribution : 

Ce terme n' est rien d' autre que le terme de Skyrme; le nouveau Hamiltonien est maintenant 
manifestement positif: 



P (A.IO) 

1 r/T7 ^ , W r 1 1 2 ^ 



Nous concluons done que le Lagrangien satisfaisant aux conditions a) et b) enoncees au 
debut de cet appendice est donne par 1' expression (3.2). Remarquons que le seul fait d' 
imposer au Hamiltonien d' etre positif, determine la valeur minimale de la constante de 
Skyrme: e= {2gv)~^ ■ 

II n' est pas difficile de montrer maintenant que le Hamiltonien (A. 10) est exactement egal 
au Hamiltonien en termes de tenseurs antisymetriques (3.17): 

H [F, 0, Vi, TT,] = Hs [F, I Wo^, TToi] . 

, — * — * 

II existe une transformation canonique entre les deux ensembles de champs |F, 0, T^, 7fj| et 
{F, Woi, TToi) en effectuant le remplacement gv — ^ Gp/Mp-. 

Tfi ^ 2MpWQi 

Nous avons montre 1' equivalence de la formulation en termes de vecteurs (3.2) et de celle en 
termes de tenseurs antisymetriques (3.3). II est done evident que les conclusions faites sur 
la stabilite des solutions classiques du Lagrangien (3.3) s' appliquent sans aucune ambiguite 
et telles quelles au cas des solitons topologiques du Lagrangien (3.2). 
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Conclusions Generales 



Dans cette revue nous nous sommes concentre a la description des nucleons en tant 
que solitons topologiques d' une theorie effective de mesons. Le but de cette etude est 
de construire une theorie unifiee des mesons et des baryons, comme il a etc suggere en 
[21]. Cette theorie est sensee modehser la Chromodynamique Quantique (QCD) dans son 
regime non-perturbatif, aux echelles des distances des baryons (1 fm). Dans notre approche, 
basee en partie sur une vieille idee de Skyrme [2], les mesons sont consideres comme des 
champs elementaires et les baryons comme leurs excitations de type soliton topologique. 
Les interactions (fortes) entre les mesons sont decrites par un Lagrangien effectif qui doit 
respecter les proprietes de la theorie sous jacente, la QCD. Ce Lagrangien doit ainsi respecter 
la symetrie chirale, la brisure de 1' invariance d' echelle de la QCD etc. Mais ces proprietes 
generales ne sont pas assez contraignantes pour determiner la forme specifique du Lagrangien 
effectif. Ce degre d' arbitraire dans la determination du Lagrangien effectif pent etre reduit 
si r on tient compte de la phenomenologie bien connue du secteur des mesons. C est ce 
qui a ete propose dans la ref. [24] . Notre travail a consiste d' abord a etudier une extension 
du modele de la ref. [24] dans le but d' y inclure des degres de liberte scalaires. Ceci nous 
a conduit dans le chapitre I a introduire les champs vecteurs comme des champs de jauge 
non-abeliens dans le modele cr lineaire [30]. Cette formulation nous amene naturellement a 
un Lagrangien effectif contenant les mesons les plus legers (tt, p, a;, Ai, e). Les parametres du 
modele sont determines en ajustant les observables du secteur mesonique. Nous construisons 
alors les solutions de type soliton dans le secteur a charge baryonique unite, et nous etudions 
les proprietes statiques des baryons. Un autre test important et severe pour le modele 
considere est fourni par les proprietes de 1' interaction entre les baryons. Nous avons etudie 
les interactions statiques entre ces solitons. En projetant ces interactions sur les differents 
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canaux de spin et isospin [30] nous avons obtenu les composantes centrale, spin-spin et 
tenseur de 1' interaction nucleon-nucleon. 

Les resultats montrent que meme dans le cas ou V approximation du produit est adoptee 
pour le systeme a deux solitons, des attractives ayant la bonne portee apparaissent dans le 
canal central de 1' interaction NN. Ceci est a opposer a tous les calculs precedents effectues 
a partir du modele de Skyrme, qui n' aboutissent qu' a des forces repulsives, ou attractives 
mais a longue portee. Nous pensons a cet egard que la presence simultanee des degres 
de liberte mesoniques du pion, et des resonances de basse energie est d' une importance 
cruciale. 

Ensuite nous avons effectue une analyse semi-classique du modele de Skyrme, en 
evaluant la premiere correction quantique a la masse du soliton [47]. Dans le chapitre II, 
nous avons montre que cette correction est tres grande (elle est du meme ordre de grandeur 
que la masse classique) dans le cas du modele de Skyrme original. Nos resultats suggerent 
que ce modele ne pent pas etre considere comme une theorie effective realiste. Nous avons 
ensuite montre que la situation est nettement amelioree si 1' on envisage d' inclure dans le 
Lagrangien effectif des termes d' ordre superieur, par exemple un terme d' ordre six dans 
les derivees du champ du pion. Ces resultats fournissent des motivations theoriques tres 
fortes pour generaliser le modele de Skyrme afin de modeliser QCD a grand Nc- 

Un autre probleme qui requiert attention est celui de la stabilite des solitons, car 
les nucleons sont stables par 1' interaction forte. Dans le chapitre III nous avons etudie le 
role joue par les mesons vecteurs dans la stabilite des solitons topologiques, dans le cadre 
du systeme np. Aujourd' hui on sait que 1' introduction du meson p comme un champ de 
Yang-Mills massif se couplant au pion, destabilise le soliton, et que la symetrie de jauge est 
a r origine de 1' existence d' un doublet quasi-degenere dans le spectre baryonique. Ces 
ambiguites n' existent pas dans le cas du meson co. Nous avons montre qu' elles peuvent 
disparaitre aussi dans le cas du meson p, si ce dernier est suppose se transformer d' une 
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fagon homogene par une rotation du groupe chiral non-lineaire [72] . Ainsi les mesons p et co 
jouent un role similaire dans le mecanisme de stabilisation du soliton. Ceci est satisfaisant 
parce qu' a la limite ou ces mesons deviennent tres lourds (limite locale) la contribution du 
meson p tend vers le terme de Skyrme (ordre quatre) et celle du u tend vers un terme d' 
ordre six. Ces deux termes a leur tour stabilisent le soliton separement. 

Un certain nombre de questions en rapport avec les etudes presentees ici restent 
ouvertes: 

D' abord, 1' extraction du potentiel nucleon-nucleon dans le modele que nous avons propose 
pour la description unifiee des mesons et des baryons, pent etre faite par des methodes 
numeriques de minimisation exacte dans Ic scctcur a deux solitons. Le resultat d' un tel 
calcul pourrait nous donner une indication quasi-definitive sur la validite de ce modele pour 
la description d' un grand eventail de phenomenes de la physique des hadrons. 
Les observables des baryons dans les theories effectives precedentes s' expriment comme 
un developpement en puissances de h/Nc- II est important de savoir si ce developpement 
est perturbatif et convergent. L' etude exposee dans le chapitre II apporte les premiers 
elements de reponse a cette question. II est done naturel maintenant non seulement de 
calculer les premieres corrections quantiques a d' autres observables telle la constante de 
couplage axiale du nucleon, mais aussi et surtout d' evaluer ces corrections pour les modeles 
plus realistes oil le champ chiral se couple a des champs vecteurs, scalaires etc... . 
Notre etude sur la stabilite des solitons montre le vrai role que le meson p joue dans les 
interactions fortes en stabilisant le nucleon-soliton topologique. Cette etude ouvre un debat 
sur les differentes fagons de realiser la symetrie chirale par les mesons p et Ai. Dans cette 
optique, nous avons recemment propose un lagrangien minimal TrpAi [79] generalisant ainsi 
notre theorie du chapitre III au cas oil le meson vecteur-axial est aussi present. 
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